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Teil I

Biostatistik

1 Beschreib ende Statistik

1.1 Grundlagen
� alle Beobachtungs-bzw. Versuchseinheitenbilden Grundgesamtheit

� Stichprobe ist Teilmengevon Beobachtungseinheiten aus Grundgesamtheit

� ursprÄunglich erfassteDaten = Urliste

� Einteilung der Merkmale nach:
Art Skalierung Anzahl
qualitativ nominal/k ategoriell diskret
(nicht numerisch) (gleich , ungleich)

ordinal (geordnet kategoriell) diskret
(grÄo¼er, kleiner)
z.B. Schweregrad

quantitativ metrische Skala diskret
(numerisch) (kardinal Skala)

metrische Skala stetig
(kardinal Skala)

� stetige Merkmale kÄonnen durch Gruppenbildung auf diskrete Merkmale reduziert werden.

1.2 zentrale Masszahlen

Mo dalw ert (xmod ): MerkmalsausprÄagung, die am hÄau¯gsten auftritt (bei mehrereneinfach alle
angeben). Wert mit max. Wahrscheinlichkeitsdichte

Median:

xmed =

(
x n +1

2
fÄur n ungerade

1
2 (x n

2
+ x n

2 +1 )fÄur n ungerade

un tere Median:
Q(Fn ;

1
2

) = min f x : Fn (x) ¸
1
2

g

obere Median:
Q(Fn ;

1
2

) = min f x : Fn (x) >
1
2

g

mittlere Median:
Q(Fn ;

1
2

) =
1
2

(Q(Fn ;
1
2

) + Q(Fn ;
1
2

))

arithmetisc he Mittel:

xn =
1
n

nX

j =1

x j =
1
n

nX

j =1

nj aj =
nX

j =1

aj r j

geometrisc he Mittel:

x (g) = (x1 ¢x2 ¢: : : ¢xn )
1
n = (an 1

1 ¢an 2
2 ¢: : : ¢an m

m )
1
n

x (g) = expy , yj := logx j

(z.B. fÄur Preissteigerungen)
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harmonisc hes Mittel:
x (h) =

n
P n

j =1
1

x j

=
m

P m
j =1

r j

a j

� Vergleich der Mittelwerte : x (h) · x (g) · x

� konkrete Stichprobe f x i ; i = 1; : : : ; ng

� MerkmalsausprÄagung f ai ; i = 1; : : : ; mg

� absolute HÄau¯gkeit: n i := n(ai ) = # f s : xs = ai g

� relative HÄau¯gkeit: r i := r (ai ) =
ni

n

un teres Quan til:
Q(Fn ; a) = min f x : Fn (x) ¸ ag

oberes Quan til:
Q(Fn ; a) = min f x : Fn (x) > ag

mittleres Quan til:

Q(Fn ; a) =
1
2

(Q(Fn ; a) + Q(Fn ; a))

a-Quan til:

xa =

(
x ( k ) + x ( k +1)

2 , k := n ¢a - falls na ganzeZahl
x (k ) , k := min f j : j > n ¢ag - falls na keine ganzeZahl

1.3 Streuungsma¼e

Spann weite/V ariationsbreite: R := x (n ) ¡ x (1)

Quartilabstand: x 3
4

¡ x 1
4

Quan tildi®erenz: x1¡ a ¡ xa ; mit a < 0:5

Ausrei¼er:

x j < x 1
2

¡ 3(x 3
4

¡ x 1
4
) =: A

x j > x 1
2

+ 3(x 3
4

¡ x 1
4
) =: A

Ausrei¼er: alternativ e De¯nition

x j < x 1
4

¡ r (x 3
4

¡ x 1
4
) =: A

x j > x 3
4

+ r (x 3
4

¡ x 1
4
) =: A

z.B. mit r = 1:5

Boxplot Vorgehen:

1. Bestimmung der Quartile x 1
4
, x 1

2
, x 3

4

2. Bestimmung der Ausrei¼er

3. Reduzierungder Stichprobe um die Ausrei¼er

4. Bestimmung der Quartile x 1
4
, x 1

2
, x 3

4
der reduzierten Stichprobe

5. Zeichnung desBoxplots
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empirisc he Varianz (erw artungstreu):

s2
x =

1
n ¡ 1

nX

j =1

(x j ¡ x)2 =
1

n ¡ 1

mX

j =1

n(aj )(aj ¡ x)2

empirisc he Varianz: Modi¯k ation der erwartungstreuen Varianz

¾̂2
x =

1
n

nX

j =1

(x j ¡ x)2 =
n ¡ 1

n
s2

x < s2
x

empirisc he Standardab weichung:
sx =

p
s2

x

mittlere absolute Ab weichung von x 1
2
:

1
n

nX

j =1

jx j ¡ x 1
2
j · ¾̂x < sx

Momen t der Ordn ung r bzgl. c: Verallgemeinerungdesarithmetischen Mittelw ertes

mr (c) :=
1
n

nX

j =1

(x j ¡ c)r

gewÄohnlic hes Momen t: mr := mr (0) ) m1 = xn

zentrales Momen t: ¹ r := mr (x) ) ¹ 2 = ¾̂2
x

¹ r = (¡ 1)r mr
1 + (¡ 1)r ¡ 1mr

1 +
rX

j =2

µ
r
j

¶
(¡ 1)r ¡ j mj mr ¡ j

1

Schiefe (Sk ewness): beschreibt Asymetrie im Histogramm

v1 :=
¹ 3

p
¹ 2

3

8
><

>:

v1 > 0 : rechtsschief/linkssteil
v1 = 0 : symmetrisch
v1 < 0 : linksschief/rechtssteil

Exzess (Kurtosis): beschreibt Abweichung von Normalverteilung

v2 :=
¹ 4

¹ 2

2
¡ 3

8
><

>:

v2 > 0 : spitzer als Normalverteilung (leptokurtisch, schmalgip°ig)
v2 = 0 : Äahnlich der Normalverteilung (normal)
v2 < 0 : stumpfer als Normalverteilung (plat ykurtisch, schmalgip°ig)

2 Metho de der kleinsten Quadrate

2.1 Problem der Appro ximation
� Stichprobe f (x i ; yi ); i = [1; n]g wird approximiert durch die Funktion:

y = f (x; a1; : : : ; ak )

(a1; : : : ; ak durch Stichprobe zu ermittelnde Parameter)
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� GÄutekriterium der Funktion (Summe der quadratischen AbstÄande/Residuen):

Q(a1; : : : ; ak ) =
nX

i =1

[yi ¡ f (x i ; a1; : : : ; am )]2

� i -tes Residuum:
r i := yi ¡ f (x i ; a1; : : : ; ak )

� besteAnpassung/Approximation: y = f (x; a¤
1; : : : ; a¤

k ) mit

minf Q(a1; : : : ; ak ) : a1; : : : ; ak g = Q(a¤
1; : : : ; a¤

k )

Die Bestimmung der Parameter mit Hilfe der Funktion Q hei¼tMethode der kleinsten Qua-
drate.

2.2 lineare Anpassung
� y = f (x; a;b) := ax + b

� Mittelw ertmetho de:

1. Werte der Stichprobe werden in zwei Klassengeteilt

2. Schwerpunkt (Mittelw ert) jeder Klassewird bestimmt

3. Geradewird durch diesebeiden Schwerpunkte gelegt

� empirisc he Ko varianz: (zwischen x und y)

sxy :=
1

n ¡ 1

nX

j =1

(x j ¡ x)(yj ¡ y)

Verallgemeinerungder Varianz: s2
x = sxx

� empirisc her Korrelationsk oe±zien t/P earsonscher Korrelationsk oe®.: (zwischen x
und y)

r xy :=
sxy

sx sy
=

Axyp
Axx Ayy

=
n

P n
i =1 x i yi ¡

P n
i =1 x i

P n
i =1 yip

[n
P n

i =1 x2
i ¡ (

P n
i =1 x i )2][n

P n
i =1 y2

i ¡ (
P n

i =1 yi )2]

(siehe auch S.40-42Skript)

� Zusatz zum Korrelationsk oe±zien ten: r 2
xy ¢100 gibt die Prozent der Variabilit Äat von y

an, die durch die Variable x erklÄart wird.

� Ko e±zien ten der besten linearen Anpassung von y bzgl. x, also der Art y = a0x + b0

sind de¯niert durch:

a0 =
sxy

s2
x

=
Axy

Axx
=

n
P n

i =1 x i yi ¡
P n

i =1 x i
P n

i =1 yi

n
P

i =1 nx2
i ¡ (

P n
i =1 x i )2

b0 = yn ¡
sxy

s2
x

xn =
P n

i =1 x2
i

P n
i =1 yi ¡

P n
i =1 x i yi

P n
i =1 x i

n
P

i =1 nx2
i ¡ (

P n
i =1 x i )2

� beste lineare Anpassung von y bzgl. x:

y ¡ yn

sy
= r xy

x ¡ xn

sx
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� Ko e±zien ten der besten linearen Anpassung von x bzgl. y, alsoder Art x = A0y + B0

sind de¯niert durch:

A0 =
sxy

s2
y

=
n

P n
i =1 x i yi ¡

P n
i =1 x i

P n
i =1 yi

n
P

i =1 ny2
i ¡ (

P n
i =1 yi )2

B0 = xn ¡
sxy

s2
y

yn =
P n

i =1 y2
i

P n
i =1 x i ¡

P n
i =1 x i yi

P n
i =1 yi

n
P

i =1 ny2
i ¡ (

P n
i =1 yi )2

� beste lineare Anpassung von x bzgl. y (r xy 6= 0):

y ¡ yn =
s2

y

sxy (x ¡ xn )
=

1
r xy

sy

sx
(x ¡ xn )

2.3 beste empirisc he Anpassung

Es seien gegeben n Werte (x i ; yi ); i = 1; : : : ; n zweier Merkmale x und y. Die entsprechende
MerkmalsausprÄagung seien ai ; i = 1; : : : ; k bzw. bj ; j = 1; : : : ; l . Es gibt also l ¢k verschiedene
AusprÄagungen.Absolute HÄau¯gkeit: n i;j := n(ai ; bj ) = # f s : (xs; ys) = (ai ; bj )g
Die beste empirisc he Anpassung g0 von y ist durch x

g0(ai ) =
1

ni ¢

lX

j =1

bj ni;j =: ya i

de¯niert. Es gilt weiter

Q(g0) =
lX

j =1

n¢j (bj ¡ y)2
·
1 ¡

µ
sy¢

sy

¶¸

� Der Wert ya i
hei¼tbedingtes empirisc hes Mittel von y bzgl. x

� Der Koe±zient (ar )2
y ( x ) :=

µ
sy¢

sy

¶ 2

hei¼tallgemeines Bestimm theitsma¼

� (ar )y ( x ) :=
sy¢

sy
hei¼tallgemeiner multipler Korrelationsk oe±zien t oder auch Korre-

lationsv erh Äaltnis . Es gilt (ar )y ( x ) · jr xy j.

� Dabei ist

sy¢
=

vu
u
t 1

n ¡ 1

kX

i =1

ni ¢(ya i
¡ y)2:

2.4 Lineare Anpassung unter An wendung von Di®eren tialrec hnung
� Ansatz y = ax + b (linear):

Gesucht ist das globale Minim um der Funktion

Q(a;b) =
nX

i =1

[yi ¡ (axi + b)]2

Zur Bestimmung der Extrema mussdie Gleichung

Qa(a0; b0) = Qb(a0; b0) = 0

gelÄost werden. Bei einem globalen Minim um mussweiterhin

Qaa (a0; b0)Qbb(a0; b0) ¡ Qab(a0; b0)2 > 0;Qaa (a0; b0) > 0
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fÄur a0 und b0 erfÄullt sein.

a
nX

i =1

x2
i ¡ b

nX

i =1

x i =
nX

i =1

x i yi

a
nX

i =1

x i ¡ bn =
nX

i =1

yi

(Normalengleichungen)

� Ansatz y = ax2 + bx + c (linear quadratisch):
Gesucht ist das globale Minim um der Funktion

Q(a;b) =
nX

i =1

£
yi ¡ (ax2

i + bxi + c)
¤2

Rest sieheoben!

a
nX

i =1

x4
i + b

nX

i =1

x3
i + c

nX

i =1

x2
i =

nX

i =1

x2
i yi

a
nX

i =1

x3
i + b

nX

i =1

x2
i + c

nX

i =1

x i =
nX

i =1

x i yi

a
nX

i =1

x2
i + b

nX

i =1

x i + cn =
nX

i =1

yi

(Normalengleichungen)

� weiteres VorgehensieheS. 49

2.5 Metho de der kleinsten Quadrate fÄur Exp onential- und Potenzfunk-
tion

� y = B eAx ) globalesMinim um von Q(a;b) =
P n

i =1

£
yi ¡ (B eAx )

¤2
mussbestimmt werden.

(siehe S. 59)

� y = B xA ) globalesMinim um von Q(a;b) =
P n

i =1

£
yi ¡ (B xA )

¤2
muss bestimmt werden.

(siehe S. 59)

� Meistensist eineLÄosungder entstehendenGleichungennicht ohneweiteresmÄoglich ! New-
tonverfahren oder Intervallschachtelung

2.6 Rangk orrelationsk oe±zien ten
� Spearmansc he Korrelationsk oe±zien t

{ Rang: x i = x ( j ) ) Ri := R(x i ) := j

{ Stichprobe besitzt Bindungen, sobald Werte mehrfach auftreten

{ modi¯zierter Rang bei x ( j ) < x ( j +1) = : : : = x ( j + k ) < x ( j + k+1) :

Rm j + s :=
P k

w=1 (j + w)
k

= j +
k + 1

2
; s = 1; : : : ; k

12



{ Korr elationskoe±zient zwischen zwei ordinalen Merkmalen:

r (S)
x;y = r R (x ) rR (y) =

P n
i =1 R(x i )R(yi ) ¡

n(n + 1)2

4s µ
P n

i =1 R(x i )2 ¡
n(n + 1)2

4

¶ µ
P n

i =1 R(yi )2 ¡
n(n + 1)2

4

¶

{ bestehenkeine Bindungen:

r (S)
x;y = 1 ¡ 6

P n
i =1 (R(x i ) ¡ R(yi ))

2

n(n2 ¡ 1)

{ misst linearen Zusammenhangzwischen den RÄangenvon x und y

� Kendallsc her Korrelationsk oe±zien t

{ Merkmale x und y ohne Bindungen

{ x-Werte ordnen, so dassx i = x ( i )

{ Pi := # f j > i : R(yj ) > R(yi )g

{ Qi := # f j > i : R(yj ) < R(yi )g

{ P =
P n

i =1 Pi ; Q =
P n

i =1 Qi

{ r (K )
x;y =

P ¡ Q
n (n ¡ 1)

n

= 1 ¡
4Q

n(n ¡ 1)
=

4P
n(n ¡ 1)

¡ 1

3 Wahrscheinlic hkeitstheorie

3.1 Grundb egri®e
� Die Wahrscheinlichkeitstheorie hat als Gegenstandein mathematischesModell von zufÄalligen

Experimenten zu beschreiben und daraus SchlÄussefÄur das Experiment zu ziehen.

� Elemente einesVersuchessind Ereignisse .

� relativ e H Äau¯gk eit r n (A) von A, absolute H Äau¯gk eit n(A):

r n (A) =
n(A)

n

� Alle Ereignisse, die mit einem Experiment verbunden sind und die nicht ein eigentliches
Ereignis (au¼erdas unmÄogliche Ereignis) nach sich ziehen, hei¼enElemen tarereignisse .
Eigenschaften von Elementarereignissen:

1. Zwei beliebigeElementarereignissesind unvereinbar

2. Die Summealler Elementarereignisseist das sichere Ereignis

� Das Trip el (­ ; A ; P) hei¼tW ahrsc heinlic hk eitsraum .

{ ­ = f ! 1; ! 2; : : :g { ­ wird auch Ergebnismenge oder sicheres Ereignis genannt (im
Gegensatzzu dem unm Äoglic hen Ereignis ; ), ! i ; i = 1; 2; : : : sind die Elemen tarer-
eignisse .

{ A : Mengenalgebra(weitere De¯nition sieheS. 76)
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3.2 Ereignisse
� A: komplementÄaresEreignis zu A

� A [ B : Summeder EreignisseA und B - Ereignis tritt ein, wenn A oder B eintreten

� A \ B : Produkt der EreignisseA und B - Ereignis tritt ein, wenn A und B eintreten

� AnB : Di®erenzvon A und B - Ereignis tritt ein, wenn A und B eintreten

� A µ B : A zieht B nach sich - mit Eintreten desEreignissesA, tritt auch das Ereignis B ein

3.3 Eigenschaften von Wahrscheinlic hkeit
� Monotonie: A µ B ) P(A) · P(B )

� Di®erenz von Wahrscheinlichkeit: A µ B ) P(B nA) = P(B ) ¡ P(A)

� P(A [ B ) = P(A) + P(B ) ¡ P(A \ B )

� Subadditivit Äat :

P(
1[

i =1

A i ) ·
1X

i =1

P(A i )

� P(A) = 1 ¡ P(A); P(; ) = 0

� ¾/end liche-Additivit Äat :

P(
1X

i =1

A i ) =
1X

i =1

P(A i ); A i \ A j = ; ; i 6= j

� Stetigkeit fÄur beliebigeEreignisse:

lim
n !1

P(Bn ) = P(B ) , falls B1 ¶ B2 ¶ B3 ¶ : : : ;
1\

i =1

B i = B

3.4 LaPlace-W ahrscheinlic hkeitsraum

Es sei (­ ; P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, und esgelte

P(f ! g) = c =
1

j­ j
; ! 2 ­

Dann handelt essich dabei um einen LaPlace-Wahrscheinlicheitsraum. Sprich: Alle Elementarer-
eignissesind gleichwahrscheinlich.

3.5 Urnenmo dell

Urne mit w wei¼enKugeln und s schwarzen Kugeln, eswerden k Kugeln zufÄallig ausgewÄahlt
� Auswahlohne ZurÄucklegen: hyp ergeometrisc he Verteilung

P(X = j ) =

¡ w
j

¢¡ s
k ¡ j

¢

¡ n
k

¢ ; j · min(w; k)

� Auswahlmit ZurÄucklegen (Lik elihood-Prinzip): spezielle Binomialv erteilung

P(X = j ) =

¡ n
j

¢
wj sk ¡ j

nk :
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3.6 bedingte Wahrscheinlic hkeit
� A1 \ A2 b= A1A2 (Schreibweise)

� PB (A) = P(AjB ) =
P(A \ B )

P(B )

3.7 totale Wahrscheinlic hkeit

Satz der totalen Wahrscheinlichkeit ermÄoglicht hÄau¯g eine einfache Berechnung komplexer Wahr-
scheinlichkeiten, indem man die Ergebnismenge­ geschickt in mehrere FÄalle zerlegt und diese
getrennt betrachtet.

P(B ) =
1X

n =1

P(A i )P(B jA i )

mit A i paarweisedisjunkt und B µ
S 1

i =1 A i

3.8 Formel von Bayes

Mit der Formel/Satz von Bayes kann man gewisserma¼endie Reihenfolgeder Bedingungenum-
drehen.Statt A i unter der Bedingung B zu betrachten, berechnet man die Wahrscheinlichkeit von
B jeweils bedingt auf die EreignisseA i .

P(A i jB ) =
P(A i \ B )

P(B )
=

P(B jA i )P(A i )P n
i =1 P(A i )P(B jA i )

mit A i paarweisedisjunkt und B µ
S 1

i =1 A i .

3.9 Unabh Äangigk eit von Ereignissen

Die EreignisseA und B hei¼enunabhÄangig, wenn gilt:

P(A \ B ) = P(A) ¢P(B )

� n EreignisseA1; : : : ; An hei¼enpaarweiseunabhÄangig, wenn alle zweielementigen Teilmengen
von f A ; : : : ; An g unabhÄangig sind.

� n EreignisseA1; : : : ; An hei¼eninsgesamtunabhÄangig, wennfÄur alle Teilmengenf A i 1 ; : : : ; A i k g µ
f A1; : : : ; An g gilt:

P(A i 1 \ : : : \ A i k ) = P(A i 1 ) : : : P(A i k )

4 Verteilungen von Zufallsgr Äo¼en

4.1 diskrete Verteilungsfunktionen

Eine ZufallsgrÄo¼eX mit einer endlichen oder abzÄahlbar unendlichen Ergebnismengemit positiver
Wahrscheinlichkeit hei¼tdiskret .

� Erwartungswert:

E[X ] =
1X

i =1

x i P(X = x i )

� Varianz :

Var [X ] = E[(X ¡ E[X ])2] = E[(X ¡ ¹ )2] =
1X

i =1

(x ¡ ¹ )2P(X = x i )

15



4.1.1 Einpunktv erteilung

Einpunktverteilung ±a der ZufallsgrÄo¼eX , d.h. esgilt P(X = a) = 1.
� Erwartungswert: E[X ] = a
� Varianz : Var [X ] = 0

4.1.2 Bernoulli-V erteilung/Zw eipunktv erteilung

(Def. Riedel): Zweipunktverteilung ®±a + ¯ ±b der ZufallsgrÄo¼eX , d.h. es gelten P(X = a) = ®,
P(X = b) = ¯ , ®+ ¯ = 1 .
(Def. Steger): Zufallsvariable X mit ­ = f 0; 1g und der Dichte

P(X = x) = f X (x) :=

(
p , fÄur x = 1
1 ¡ p , fÄur x = 0

� Anwendung: Versuch wird einmal durchgefÄuhrt
� Schreibweise: . . .
� Erwartungswert: E[X ] = ®a + ¯ b bzw. E[X ] = p
� Varianz : Var [X ] = ®¯ (a ¡ b)2 bzw. Var [X ] = p(1 ¡ p)

4.1.3 Gleic hm Äa¼ige Verteilung

Es gelten die Beziehungen

P(X = i ) =
1
n

; i = 1; : : : ; n

� Anwendung: . . .
� Schreibweise: Ud[1; n]

� Erwartungswert: E[X ] =
n + 1

2

� Varianz : Var [X ] =
n2 ¡ 1

12
� Bemerkung: Dies ist die der Laplace-Wahrscheinlichkeit zu Grunde liegendeDe¯nition

4.1.4 Geometrisc he Verteilung

Wenn ein einzelnerVersuch mit der Wahrscheinlichkeit p gelingt, so ist die Anzahl der Versuche
bis zum Erfolg geometrisc h verteilt .

P(X = i ) = f X (i ) := p(1 ¡ p) i ¡ 1 , fÄur i 2 N
� Anwendung: z.B. VerfÄugbarkeit einer Leitung bei Rechnernetzen
� Schreibweise: Geo(p)

� Erwartungswert: E[X ] =
1
p

bzw. E[X ] =
1
p

¡ 1

� Varianz : Var [X ] =
(1 ¡ p)

p2

� Bemerkung: Eine besondereEigenschaft der geometrischenVerteilung ist die sogn.GedÄachtnislosigkeit,
d.h. GedÄachtnislosigkeit: P(X ¸ x + tjX ¸ x) = P(X ¸ t). Mit anderen Worten : Ist be-
kannt, dasseine exponentialv erteilte Zufallsvariable X den Wert x Äuberschreitet, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dasssiex um mindestenst Äuberschreitet genausogro¼wie die, dasseine
exponentialv erteilte Zufallsvariable (mit gleichem Parameter ¸ ) den Wert t Äuberschreitet.

16



4.1.5 Hyp ergeometrisc he Verteilung

FÄur die Einzelwahrscheinlichkeiten gilt

P(X = j ) =

¡ w
j

¢¡ s
k ¡ j

¢

¡ w+ s
k

¢ ; j · min(w; k)

� Anwendung: Ziehen ohne ZurÄucklegen
� Schreibweise: H geo(w; s; k)

� Erwartungswert: E[X ] = k
w

w + s

� Varianz : Var [X ] =
wks(n ¡ k)
n2(n ¡ 1)

=
n ¡ k
n ¡ 1

kp(1 ¡ p)

� Bemerkung: Mit wachsendenUmfang n = w + s der Urne und bei konstantem Anteil
w
n

an

wei¼enKugeln konvergiert die hypergeometrische Verteilung gegendie Binomialverteilung.

4.1.6 Binomial-V erteilung

Ist eine Zufallsvariable X := X 1 + : : : + X n als Summevon n unabhÄangigen, Bernoulli-verteilten
Zufallsvariablen mit gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit p de¯niert, dann hei¼tX binomialv erteilt
mit den Parametern n und p.

P(X = x) = f X (x) :=
µ

n
x

¶
px qn ¡ x

� Anwendung: Ziehen mit ZurÄucklegen
� Schreibweise: B in (n; p) oder b(x; n; p)
� Erwartungswert: E[X ] = np
� Varianz : Var [X ] = np(1 ¡ p)

� Bemerkung: Verteilung einer Zufallsvariable X » B in (n;
¸
n

) nÄahert sich fÄur n ! 1 der

Poisson-Verteilung Po(¸ ) an. Die Binomialverteilung kann durch die Normalverteilung ap-
proximiert werden.

� Verallgemeinerung:JederVersuch hat k mÄoglicheAusgÄangeE1; : : : ; En mit p1 = P(E1); : : : ; pk =
P(Ek ); p1 + : : : + pk = 1. Es werden n unabhÄangige Versuche durchgefÄuhrt. Polynomial-
Verteilung: n1 + : : : + nk = n

P(X 1 = n1; : : : ; X k = nk ) =
n!

n1! : : : nk !
pn 1

1 : : : pn k
k

4.1.7 Negativ e Binomial-V erteilung

Es sei X die Anzahl der Misserfolge im Bernoulli-Exp eriment bis sich genau r Erfolge ereignet
haben. Dann gilt (De¯nition Riedel):

P(X = k) =
µ

r + k ¡ 1
k

¶
pr (1 ¡ p)k =

µ
¡ r
k

¶
pr (¡ (1 ¡ p)) k

Es seiZ := X 1 + : : :+ X n , wobei jedesX i mit Parameter p geometrisch (!) verteilt ist. Z bezeichnet
somit die Anzahl der Versuche bis zum n-ten erfolgreichen Experiment (einschlie¼lich). Dann gilt
(De¯nition Steger):

P(Z = z) = f Z (z) =
µ

z ¡ 1
n ¡ 1

¶
pn (1 ¡ p)z¡ n
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� Anwendung: . . .

� Schreibweise: N bin(r; p) (Riedel)

� Erwartungswert: E[X ] = r
q
p

bzw. E[X ] =
n
p

� Varianz : Var [X ] = r
(1 ¡ p)

p2 bzw. Var [X ] =
n(1 ¡ p)

p2

4.1.8 Poisson-V erteilung

Die Poisson-Verteilung mit dem Parameter ¸; ¸ > 0 besitzt die Dichte:

P(X = i ) = f X (i ) =
e¡ ¸ ¸ i

i !
, fÄur i 2 N0

� Anwendung: . . .

� Schreibweise: Poi(¸ )

� Erwartungswert: E[X ] = ¸

� Varianz : Var [X ] = ¸

� Bemerkung: Poisson-Verteilung ist Grenzwert der Binomialverteilung (mit p =
¸
n

), Poisson-

Verteilung kann durch Normalverteilung approximiert werden

� Summe von Poisson-v erteilten Zufallsv ariablen: Sind X und Y unabhÄangigeZufalls-
variablen mit X » Poi(¸ ) und Y » Poi(¹ ), dann gilt Z := X + Y » Poi(¸ + ¹ )

4.2 stetige Verteilungsfunktionen

Eine ZufallsgrÄo¼eX hei¼tstetig, falls ihre Verteilungsfunktion die Gestalt hat

F (x) =
Z x

¡1
f (u)du

wobei f ¸ 0 und Z 1

¡1
f (u)du = 1

� Erwartungswert:

E[X ] =
Z 1

¡1
t ¢f X (t)dt

� Varianz :

Var [X ] = E[(X ¡ E[X ])2] =
Z 1

¡1
(t ¡ E[X ])2 ¢f X (t)dt

4.2.1 Gleic hverteilung

f (x) =

8
<

:

1
b¡ a

fÄur x 2 [a;b];

0 sonst.

F (x) =
Z x

¡1
f (t)dt =

8
>><

>>:

0 fÄur x < a
x ¡ a
b¡ a

fÄur a · x · b;

1 fÄur x > b:
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� Anwendung: . . .

� Schreibweise: U(a;b)

� Erwartungswert: E[X ] =
a + b

2

� Varianz : Var [X ] =
(a ¡ b)2

12

4.2.2 Normalv erteilung

f (x) =
1

¾
p

2¼
e

¡
1
2

Ã x ¡ ¹
¾

! 2

=: ' (x; ¹; ¾)

F (x) =
1

¾
p

2¼

Z x

¡1
e

¡
1
2

Ã t ¡ ¹
¾

! 2

dt := ©(x; ¹; ¾)

� Anwendung: . . .

� Schreibweise: N (¹; ¾2)

� Erwartungswert: E[X ] = ¹

� Varianz : Var [X ] = ¾2

� Eine normalverteilte Zufallsvariable X mit beliebigen Parametern kann mittels der Trans-

formation Z =
X ¡ ¹

¾
in eine in eine standardnormalverteilte Variable Z ÄuberfÄuhrt werden.

� Lineare Transformation der Normalv erteilung : Sei X eine normalverteilte Zufallsva-
riable mit X » N (¹; ¾2). Dann gilt fÄur beliebigesa 2 Rnf 0g und b 2 R, dassY = aX + b
normalverteilt ist mit Y » N (a¹ + b;a2¾2).

4.2.3 Exp onentialv erteilung

f (x) =

(
¸ ¢e¡ ¸x falls x ¸ 0;
0 sonst

F (x) =
Z x

0
¸ ¢e¡ ¸t dt = 1 ¡ e¡ ¸x

FÄur x < 0 gilt selbstverstÄandlich F (x) = 0.

� Anwendung: Modellierung von Wartezeiten

� Schreibweise: Exp(¸ )

� Erwartungswert: E[X ] =
1
¸

� Varianz : Var [X ] =
1
¸ 2

� Bemerkung: kontinuierlichesAnalogon zur geometrischen Verteilung ! GedÄachtnislosigkeit:
P(X ¸ x + tjX ¸ x) = P(X ¸ t)

� Skalierung exp onentialv erteilter Variablen : Sei X eine exponentialv erteilte Zufallsva-
riable mit dem Parameter ¸ . FÄur a > 0 ist die Zufallsvariable Y := aX wieder exponetial-

verteilt mit dem Parameter
¸
a

.
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4.3 Erw artung diskreter Zufallsv ariablen

4.3.1 Eigensc haften der Erw artung

1. Erweiterung der Wahrscheinlichkeit: E[I A ] = P(A), wobei

I A :=

(
1 falls A eintritt
0 sonst

die Indikatorvariable desEreignissesA ist.

2. Linearit Äat : E[a1X 1 + : : : + an X n ] = a1E[X 1] + : : : + an E[X n ]

3. Multiplikativit Äat : X 1; : : : ; X n unabhÄangig ) E[X 1 ¢: : : ¢X n ] = E[X 1] ¢: : : ¢E[X n ]

4. Monotonie: X · Y ) E[X ] · E[Y ]

5. Positivit Äat : X ¸ 0 ) E[X ] ¸ 0

6. Wenn X ¸ 0 und E[X ] = 0, so folgt P(X = 0) = 1

7. Es sei Y = h(X ) und esbesitzeY eine Erwartung, so folgt

E[h(X )] =
1X

i =1

h(x i )P(X = x i ) =
1X

i =1

yi P(Y = yi ):

4.4 Momen te und Varianz diskreter Zufallsv ariablen
� E[X n ] das n-te Moment von X

� E[jX jn ] das absoluteMoment von X

� E[X ¡ E[X ]n ] das n-te zentrale Moment von X

�

p
Var [X ]: Standardabweichung

4.4.1 Eigensc haften der Varianz

1. Var [X ] = E[(X ¡ E[X ])2]

2. Var [X ] > 0

3. Var [X ] = 0, gdw. P(X = c) = 1 fÄur ein c gilt

4. HomogenitÄat zweiter Ordnung: Var [aX ] = a2Var [X ]

5. Translationsinvarianz: Var [X + c] = Var [X ]

6. X 1; : : : ; X n unabhÄangig ) Var [X 1 + : : : + X n ] = Var [X 1] + : : : + Var [X n ]

4.5 Zentraler Grenzw ertsatz

Sei X 1; : : : ; X n eine Folge unabhÄangiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit E[X i ] = ¹ und
0 < Var [X i ] < 1 ; i = 1; : : : ; n. Dann ist die Zufallsvariable

Un =
P n

i =1 X i ¡ n¹
p

n¾2

asymptotischstandardnormalverteilt, also Un » N (0; 1) fÄur n ! 1 .
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4.6 Ungleic hung von Cheb yshev/Tsc hebysche®

Sei X eine Zufallsvariable und t 2 R mit t > 0. Dann gilt

Pr (jX ¡ E[X ]j ¸ t) ·
Var [X ]

t2

oder Äaquivalent dazu

Pr (jX ¡ E[X ]j) ¸ t
p

Var [X ] ·
1
t2

Bedeutung: Die Varianz kann als Ma¼der Streuung genommenwerden bzw. mit welcher Si-
cherheit die Werte einer Zufallsvariablen \nahe" beim Erwartungswert liegen.

4.7 Erzeugung von Zufallszahlen

Es sei F eine beliebigeVerteilungsfunktion und essei U » U[0;1] . Dann gilt F ¡ (U) » F .

4.7.1 In versionsmetho de

1. Erzeugeeine Zufallszahl u zur Verteilungsfunktion U[0;1]

2. Berechne x = F ¡ (u)

(siehe S. 120 ®.)

4.7.2 Eliminationsmetho de

1. Erzeugeeine Zufallsvariable v zur Verteilungsfunktion G.

2. Erzeugeeine Zufallsvariable u zur Verteilungsfunktion U[0;1] .

3. Falls mu < h(v), setzex = v, sonst gehezu 1. .

(siehe S. 121 ®.)

4.7.3 Zerlegungsmetho de

1. Erzeugeeine Zufallsvariable h zur Verteilungsfunktion H .

2. Erzeugeeine Zufallsvariable v zur Verteilungsfunktion Gh .

3. Setzex = v.

(siehe S. 121 ®.)

4.8 Mehrdimensionale diskrete Verteilungen
� Eine Menge f pij : i; j = 1; 2; : : :g, mit pij := P(X = x i ; Y = yi ) bestimmt eindeutig eine

Verteilung einesdiskreten Zufallsvektors, falls

pij ¸ 0; und
1X

i;j =1

= 1

.
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� Es sei Z = (X ; Y )T ein Zufallsvektor, so hei¼tdie Verteilung von X bzw. Y Randverteilung
von Z = (X ; Y )T . O®enbar gilt

P(X = x i ) =
1X

j =1

pij =
1X

j =1

P(X = x i ; Y = yj ) =: pi ¢

P(X = yj ) =
1X

i =1

pij =
1X

i =1

P(X = x i ; Y = yj ) =: p¢j

Es gilt:
1X

i =1

pi ¢ =
1X

j =1

p¢j = 1:

4.9 Ma¼e fÄur die Abh Äangigk eit
� Kovarianz von X und Y :

cov(X ; Y ) := E[(X ¡ E[X ])(Y ¡ E[Y ])] = E[X Y ] ¡ E[X ]E[Y ]

falls die zweiten Momente (Varianz?) von X und Y existieren.

Eigenschaftender Kovarianz:

1. cov(X ; Y ) = cov(Y; X )

2. cov(X + a;Y + b) = cov(X ; Y )

3. cov(aX ; bY) = ab¢cov(X ; Y )

4. cov(X + Z; Y ) = cov(X ; Y ) + cov(Z; Y )

5. cov(X ; X ) = Var [X ]

6. Es seienX und Y unabhÄangig, so gilt cov(X ; Y ) = 0

� Var [X + Y ] = Var [X ] + Var [Y ] + 2cov(X ; Y )

4.10 bedingte Erw artung

bedingter Erwartungswert von Y , gegeben X = x:

E[Y jX = x] =

( P
i yi P(Y = yi jX = x) , falls (X ; Y ) diskret,

R1
¡1 yf Y jX = x (y)dy , falls (X ; Y ) stetig.

E[Y ] = E[E[Y jX ]] (Satz der totalen Erw artung )

4.11 bedingte Varianz

bedingte Varianz von Y , gegeben X = x:

Var [Y jX = x] =

( P
i (yi ¡ E[Y jX = x])2 ¢P(Y = yi jX = x) , falls (X ; Y ) diskret,

R1
¡1 (y ¡ E[Y jX = x])2f Y jX = x (y)dy , falls (X ; Y ) stetig.

Var (Y ) = E[Var (Y jX )] + Var(E[Y jX ])

4.12 allgemeines Bestimm theitsma¼

½a(X ; Y )2 =
Var [E[Y jX ]]

Var [X ]
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4.13 allgemeiner multipler Korrelationsk oe±zien t

. . . von Y bzgl. X :

½a(X ; Y ) =

s
Var [E[Y jX ]]

Var [X ]

4.14 Korrelationsk oe±zien t

½(X ; Y ) =
cov(X ; Y )

p
Var [X ]V ar [Y ]

Eigenschaften:

� ½(X ; Y ) = ½(Y; X )

� ½(X ; Y ) · 1

� ½(X ; Y ) = 1 gdw. a;b;c mit a2 + b2 > 0 exisiteren, dassaX + bY = c gilt.

� ½(aX + b;cY + d) = sign(ac)½(X ; Y ); a; c 6= 0 (. . . was auch immer das hei¼enmag . . . )

4.15 beste lineare Appro ximation/Regression von Y bzgl. X

min a;b f E[Y ¡ aX ¡ b]2g = E[Y ¡ aoX ¡ b0]2

Die ZufallsgrÄo¼eŶ = a0X ¡ b0 hei¼tdann beste lineare Approximation oder Regression von Y
bzgl. X .
Die ZufallsgrÄo¼enX und Y besitzendie Varianzen.Dann existiert die bestelineare Approximation
und esgilt

Ŷ = E[Y ] + ½(X ; Y )
¾(Y)
¾(X )

(X ¡ E[X ])

Au¼erdemgilt:

min a;b f E[Y ¡ aX ¡ b]2g = E[Y ¡ Ŷ ]2 = Var [Y ](1 ¡ ½(X ; Y )2):

Bemerkung: Alle Ergebnisseder Methode der kleinsten Quadrate Äubertragen sich. Es sind nur die
empirischen GrÄo¼endurch die theoretischen zu ersetzen

4.16 Verteilung stetiger Zufallsv ektoren
� Eine Abbildung Z = (X ; Y )T : ­ ! R2, die Borel-messbar ist, hei¼tZufallsv ektor .

� Die Abbildung PZ (B ) = P((X ; Y )T 2 B ) : B ! [0; 1] hei¼tVerteilung von Z .

� Die Abbildung F (x; y) := P(X < x; Y < y) : R2 ! [0; 1] hei¼tVerteilungsfunktion von Z :

0 · P(x · X < x + a;y · Y < y + b)

= F (x + a; x + b) ¡ F (x + a;b) ¡ F (x; y + b) + F (x; y)

� ¢ aF (x; y) = F (x + a; y) ¡ F (x; y)

� Eine Funktion F : R2 ! [0; 1] ist genaudann Verteilungsfunktion einesZufallsvektors, falls

1. ¢ abF (x; y) ¸ 08a;b

23



2. F (¡1 ; y) = 0; F (x; ¡1 ) = 0;F (1 ; 1 ) = 1

3. F rechtsstetig in jedem Argument

4. Bemerkung: Ist F eine Verteilungsfunktion, so ist F monoton wachsend in jedem Ar-
gument.

� Die reelle Funktion f (x; y) mit

F (x; y) =
Z x

¡1

Z y

¡1
f (u; v)dudv

hei¼tVerteilungsdic hte oder Dic hte von F .

� Eine Funktion f : R2 ! [0; 1 [ ist genaudann Verteilungsdichte einesZufallsvektors, falls

1. f (x; y) ¸ 0; 8x; y

2.
R

R2 f (u; v)dudv < 1

� Zwei ZufallsgrÄo¼enX und Y sind genaudann unabhÄangig, falls

F (x; y) = F (x; 1 )F (1 ; y); FX ;Y (x; y) = FX (x)FY (x)

� Ist der Zufallsvektor (X ; Y )T stetig, so ist die UnabhÄangigkeit von X und Y Äaquivalent zu
der Bedingung

f (x; y) = f X (x)f Y (x)

� Lemma: Die ZufallsgrÄo¼enZ1 » N (0; 1 ¡ ½2) und Z2 » N (0; 1) seien unabhÄangig. Wir
de¯nieren den Zufallsvektor (X 1; X 2) durch

X 1 = ¾1Z1 + ¹ 1 + ¾1½Z2;

X 2 = ¾2Z2 + ¹ 2:

Dann hat (X 1; X 2) die Normalverteilung N2(¹ 1; ¹ 2; ¾2
1 ; ¾2

2 ; ½).

� Sei (X 1; X 2) zweidimensionalnormalverteilt mit den Parametern

¹ 1; ¹ 2; ¾1 > 0;¾2 > 0;¡ 1 < ½< 1

Dann gelten folgendeAussagen:

1. X 1 » N (¹ 1; ¾2
1) und X 2 » N (¹ 2; ¾2

2)

2. ½= ½(X 1; X 2)

3. Eine beliebigeLinearkombination aX 1 + bX2 ist normalverteilt.

4. ½= 0 gdw. X 1 und X 2 unabhÄangig sind.

� Es sei (X ; Y )T ein Zufallsvektor. Die bedingte Verteilung von X bzgl. Y = y ist de¯niert
als

P(X · xjY = y) = lim
h! 0

P(X · xjy · Y < y + h):

und der bedingten Erw artungsw ert E[X jY = y] als erstesMoment von der Verteilungs-
funktion P(X · xjY = y).

� Ist der Zufallsvektor (X ; Y )T stetig mit stetiger Dichte, so besitzt die bedingte Verteilung
von X bzgl. Y = y die Dichte:

f X jY = y (x; y) =

8
<

:

f (x; y)
f Y (y)

falls f Y (y) > 0

0 sonst
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Au¼erdemgilt

E[X jY = y] =
Z 1

¡1
xf X jY = y (x)dx

Eigenschaften der bedingten Erwartung Äubertragen sich auf den stetigen Fall:

1. Linearit Äat

2. Monotonie, Positivit Äat

3. Einsetzregel

4. Approximationseigenschaft

� Es sei der Zufallsvektor (X 1; Y1)T normalverteilt. Die bedingte Verteilung von X 1 unter
X 2 = y lautet dann

N (¹ 1 + ½
¾1

¾2
(y ¡ y2); ¾2

1(1 ¡ ½2)) :

Insbesonderegilt dann:
E[X 1jX 2] = ¹ 1 + ½

¾1

¾2
(X 1 ¡ ¹ 2)

4.17 Faltung

Es seiendie ZufallsgrÄo¼enX und Y unabhÄangig. Dann hei¼tdie Verteilungsfunktion X + Y die
Faltung von FX und FY .

� X und Y stetig ! X + Y stetig:

f X + Y (z) =
Z 1

¡1
f X (z ¡ y)f Y (y)dy

� X und Y diskret ! X + Y diskret:

pX + Y (z) =
X

y

pX (z ¡ y)py (y)

� X 1 » N (¹ 1; ¾1
2) und X 2 » N (¹ 2; ¾2

2) seienunabhÄangig. Dann ist

Z = X 1 + X 2 » N (¹ 1 + ¹ 2; ¾1
2 + ¾2

2)

� X » B in (n; p) und Y » B in (m; p) seienunabhÄangig. Dann ist

Z = X + Y » B in (n + m; p)

� X ; Y » N (0; 1) seienunabhÄangig. FÄur R2 = X 2 + Y 2 gilt:

f X 2 (x) =

(
1p
2¼x

exp¡ x
2 fÄur x > 0

0 sonst

4.18 Jensensche Ungleic hung

Es sei g : (¡1 ; 1 ) ! (¡1 ; 1 ) eine konvexeFunktion. FÄur die ZufallsgrÄo¼eX existiert E[X ] und
E[g(X )]. Dann gilt

g(E[X ]) · E[g(X )]:

Ist die Verteilung von X nicht ausgeartet,so gilt nur dann die Gleichheit, wenn g linear ist.
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5 SchÄatztheorie

5.1 Grundlagen der SchÄatztheorie

konkrete Stic hprob e: ¡!x n = (x1; x2; : : : ; xn ) (Werte aus Stichprobe)

mathematisc he Stic hprob e:
¡!
X n = (X 1; X 2; : : : ; X n ) (Grundannahmeder math. Statistik, kon-

krete Stichprobe ist RealisierungdieseszufÄalligen Vektors)

Stic hprob envariable: X i

Grundraum: (­ ; A ). Es existiert somit ein ! 2 ­ derart, dass

X i (! ) = x i , mit i = 1; 2; : : : ; n

Stic hprob enraum: (X ; B)

Grundv erteilung: Verteilung der Stichprobenvariablen.

M: Mengeder Verteilungen Äuber dem Stichprobenraum (X ; B)

empirisc he Verteilung (=b eobachtete Verteilung) von xn 2 X ist

Fn := F¡!x n
:=

nX

n =1

1
n

±x i 2 M , wobei ±x die ausgearteteVerteilung in x ist.

Eigenschaften:
Es sei X i , i = 1; 2; : : : ; n eine mathematische Stichprobe mit Grundverteilung F. Dann gilt:

� Erwartungstreue der empirischen Varianz:

nF ¡!
X n

» B in (n; F (x))

EF [F¡!
X n

(x)] = F (x)
�

VarF [F¡!
X n

(x)] =
F (x)(1 ¡ F (x))

n
! 0 , n ! 1

F¡!
X n

(x) ! F (x) (mit Wahrscheinlichkeit 1), x 2 R:
� stark konsistent gegendie Grundverteilung

Konsistenz: Je mehr Beobachtungen zur VerfÄugung stehen,umsogenauereErgebnisseliefert die
SchÄatzmethode. Mit Hilfe der Tschebysche®schen Ungleichung ergibt sich dieseEigenschaft:

P(jF¡!
X n

(x) ¡ F (x)j ¸ ²) ·
F (x)(1 ¡ F (x))

n²2

und somit gilt fÄur alle ² > 0:

lim
n !1

P(jF¡!
X n

(x) ¡ F (x)j ¸ ²) = 0 (Konsistenz)

Hauptsatz der mathematisc hen Statistik: Gliwenko: Die ZufallsgrÄo¼enX i , i = 1; 2; : : : ; n
seienunabhÄangig und identisch verteilt. Dann gilt

P
³

lim
n !1

sup(jF¡!
X n

(x) ¡ F (x)j) = 0
´

= 1

Allgemein gesprochen: Mit Wahrscheinlichkeit 1 ist die maximale Abweichung zwischen
Stichprobe und dem mathematischen Modell gleich Null, wenn n ! 1 .
Kolmogorov: Es sei F eine stetige Verteilungsfunktion. Dann gilt

lim
n !1

P
³ p

n sup(jF¡!
X n

(x) ¡ F (x)j) · x
´

= Q(x) =
1X

j = ¡1

(¡ 1)j exp¡ 2j 2 x 2
; x ¸ 0
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Lok ationsmo dell: F = f F# : # 2 Rg (Modell fÄur die mÄogliche Verteilung der Beobachtungen)
Herleitung:

X i = # + Ui

# 2 R : additiv e StÄorung, Ui » F0. Somit gilt fÄur die Verteilungsfunktion:

P(X i < x) = P(Ui < x ¡ #) = F# (x ¡ #) =: F# (x):

parametrisc he Mo dell: F = f F# : # 2 £ g (allgemeineForm desLokalisationsmodells)
Abbildung # 2 £ ! F# 2 M muss injektiv sein. In der Regel wird vorausgesetzt,dass
£ µ Rp fÄur ein gewissesp gilt.

Parameterraum: £

Mo dellv erteilung: F#

zentrale Verteilung: F0 , nicht eindeutig bestimmt, jede Modellverteilung kann als zentrale
Verteilung gelten, zusÄatzliche Forderungen (z.B. Symmetrie, Unimodalit Äat) um Auswahl
einzuschrÄanken.

Stic hprob enfunktion: tn : (X n ; Bn ) ! (¡ ; G) mit # 2 ¡, G ist ¾-Algebra. (Stichprobenfunkti-
on zeigt, wie SchÄatzwerte aus einer konkreten Stichprobe ermittelt werden bzw. allgemein
gesprochen, wie aus einer einzelnenStichprobe SchÄatzparamter gewonnen werden kÄonnen.)

SchÄatzfunktion: Tn (! ) = tn (
¡!
X (! )) ! (¡ ; G). (ZufallsgrÄo¼e,deren Eigenschaft von der Grund-

verteilung der Beobachtungen abhÄangt bzw. allgemeingesprochen wie ausallen Stichproben
ein SchÄatzer bzw. die Parameter fÄur den SchÄatzer gewonnen werden kann/k Äonnen.)

SchÄatzung: Bezeichnung fÄur Stichprobenfunktion und entsprechendeSchÄatzfunktion.

SchÄatzungen fÄur Lok ationsparameter: 1. arithmetisches Mittel:

¡!
X n :=

1
n

nX

i =1

X i :

2. ®-gestutztesMittel
¡!
X ®;n :

Die mathematische Stichprobe X 1; X 2; : : : ; X n wird der GrÄo¼enach geordnet:

X (1) · X (2) · : : : · X (n ) :

Die [n®] grÄo¼tenund die [n®] kleinsten Werte werdenausder Stichprobe entfernt (oder
= 0 gesetzt) und vom Rest wird das arithmetische Mittel gebildet:

¡!
X ®;n :=

1
n ¡ 2[n®]

n ¡ [n® ]X

i =[ n® ]+1

X ( i ) :

allgemein gesprochen: Hier werden die Ausrei¼eran den Grenzenelliminiert und dann
wird der Mittelw ert aus der restlichen Wertemengeberechnet.

3. Median:

medn = medn (X i : i = 1; : : : ; n) =

8
><

>:

X ([ n
2 ]+1 ) , wenn n ungerade

X ( n
2 +1 ) + X ( n

2 )
2

, wenn n gerade

4. Hodges-Lehmann-Statistik:

H L n = medn 2

µ
X i + X j

2
: i; j = 1; : : : ; n

¶
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5. Bickel-Hodges-Statistik:

B Hn = medn

µ
X ( i ) + X (n ¡ i +1)

2
: i = 1; : : : ; n

¶

Ausrei¼er: Wert in Stichprobe, der nicht zum Modell passt. In robuster Statistik auch Grobfehler
genannt.

Beispiel sieheRiedel, S. 147

5.2 Kon vergenz von Zufallsgr Äo¼en und Verteilungen
� Folge von ZugfallsgrÄo¼enf X n g bzw.

¡!
X n konvergiert gegeneine ZufallsgrÄo¼eX mit Wahr-

scheinlichkeit 1, wenn :
P

³
lim

n !1

¡!
X n = X

´
= 1:

Man schreibt: X n ! X (W 1):

� Folge von ZugfallsgrÄo¼enf X n g bzw.
¡!
X n konvergiert gegeneine ZufallsgrÄo¼eX in Wahr-

scheinlichkeit , wenn fÄur alle ² > 0 gilt:

lim
n !1

P(jX n ¡ X j ¸ ²) = 0:

Man schreibt: X n
P¡! X :

� Beispiel sieheRiedel, S. 149

� Zusammenhangzwischenden Konvergenzarten: Konvergiert eine Folge von ZufallsgrÄo¼en
f X n g gegeneine ZufallsgrÄo¼eX mit Wahrscheinlichkeit 1, so auch in Wahrscheinlichkeit.

� Schwaches Gesetz der gro¼en Zahlen von Chin tschin: Es sei f X n g eine Folge unkor-
relierter und identisch verteilter ZufallsgrÄo¼enund esexistiere ihre Erwartung E[X 1], dann
gilt:

1
n

nX

i =1

X i
P¡! E[X 1]; n ! 1 :

� Stark es Gesetz der gro¼en Zahlen von Kolmogoro v: Es sei f X n g eineFolgeinsgesamt
unabhÄangiger und identisch verteilter ZufallsgrÄo¼enund es existiere ihre Erwartung E[X 1],
dann gilt:

1
n

nX

i =1

X i ! E[X 1](W 1); n ! 1 :

allgemein gesprochen: Der Mittelw ert einer Stichprobe geht gegenden wahren Erwartungs-
wert mit Wahrscheinlichkeit 1 bei n ! 1 .

� Tschebysche®: Es sei X eine ZufallsgrÄo¼eund esexistiere ihre Varianz ¾2, dann gilt:

P (jX ¡ E[X ]j ¸ t) ·
¾2

t2 :

(Ungleichung von Tschebysche®ist einfachesHilfsmittel um Konvergenzin Wahrscheinlich-
keit herzuleiten.)
allgemein gesprochen: Sie gibt eine untere Grenze fÄur die Wahrscheinlichkeit an, dass ein
Wert einer Zufallsvariable mit endlicher Varianz innerhalb einesbestimmten Bereiches um
den Erwartungswert der Variable liegt.

� Beispiel sieheRiedel, S. 150
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� Folgevon Verteilungsfunktionen f Fn g konvergiert vollstÄandig gegeneineVerteilungsfunktion
F, wenn fÄur alle Stetigkeitspunkte von F gilt:

lim
n !1

Fn (x) = F (x):

Man schreibt: Fn
c¡! F .

� Beispiel sieheRiedel, S. 151

� zentraler Grenzw ertsatz: Es seienf X i ; i = 1; : : : ; ng unabhÄangigeZufallsgrÄo¼enmit end-
lichen Varianzen. Es sei ¾i

2 = Var [X i ]. Unter der Bedingung

bn :=

vu
u
t

nX

i =1

¾i
2 ! 1 und

max(¾i
2 : i = 1; : : : ; n)

bn
! 0

gilt fÄur alle reellen Zahlen x:

lim
n !1

P
µ P n

i =1 (X i ¡ E[X i ]
bn

< x
¶

= ©(x):

(Die Folge der Verteilungsfunktion
P n

i =1 (X i ¡ E[X i ])
bn

konvergiert vollstÄandig gegen©)

allgemein gesprochen: Die Verteilung einer SummebeliebigerunabhÄangigerZufallsvariablen
(mit endlichen Erwartungswert und Varianz) nÄahert sich der Normalverteilung an, je mehr
Zufallsvariablen an der Summebeteiligt sind.

� Beispiel sieheRiedel, S. 152

� Lemma: Die Folge f X n g von ZufallsgrÄo¼enkonvergiere in Wahrscheinlichkeit gegeneine
Konstante a. Dann konvergiert die Verteilungsfunktion F¡!

X n
von

¡!
X n vollstÄandig gegen±a ,

d.h. ¡!
X n

P¡! a ) F¡!
X n

c¡! ±a :

� d : M £ M ! [0; 1 ) hei¼teine W ahrsc heinlic hk eitsmetrik , falls:

1. d(F; G) = 0 , F = G

2. d(F; G) = d(G; F ) (Symmetrie)

3. d(F; H ) · d(F; G) + d(G; H ) (Dreiecksungleichung)

4. Fn
c¡! F ) d(Fn ; F ) ! 0 ( ÄUbereinstimmung mit der vollstÄandigen Konvergenz)

Bsp.: Die Kolmogoro v-Metrik ist de¯niert durch

dK (F; G) = (jF (x) ¡ G(x)j : x 2 R)

5.3 G Äute einer SchÄatzfunktion

In der Statistik werden SchÄatzfunktionen in der Regel Äuber Funktionale eingefÄuhrt:

T : DT µ M ! (¡ ; G); (¡ µ Rp):

Der De¯nitionsb ereich des Funktionals enthalte einerseitsalle empirischen Verteilungen (E) und
andererseitsalle Modellverteilungen (F), d.h. es gelte: F µ D T und E µ DT . Dann hei¼tT ein
SchÄatzfunktional . Eine SchÄatzfunktion Tn fÄur den Parameter # des parametrischen Modells F
hei¼tdurch das Funktional T (die Funktionale

¡!
t n ) induziert, falls

Tn = T(
¡!
F n ) (Tn =

¡!
t n (

¡!
F n ))

EinfÄuhrung verschiedenerKriterien zur EinschÄatzung der GÄute einer SchÄatzfunktion:
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erw artungstreu (allgemein): Eine SchÄatzfunktion soll wenigstensim Mittel den richtigen Wert
liefern.

erw artungstreu bezÄuglic h der Grundv erteilung: SchÄatzfunktion Tn , die durch ein Funktio-
nal erzeugt wird, mit der Eigenschaft:

EF [Tn ] = T(F ):

Tn erwartungstreu bezÄuglich der Grundverteilung F# fÄur alle #, so hei¼tTn erwartungstreu
bezÄuglich #.

asymptotisc h erw artungstreu: SchÄatzfunktion Tn , die durch ein Funktional erzeugtwird, mit
der Eigenschaft:

lim
n !1

EF [Tn ] = T(F ):

Ist eine SchÄatzfunktion asymptotisch erwartungstreu bezÄuglich aller Modellverteilungen, so
ist sie asymptotisch erwartungstreu bezÄuglich #.

Wirksamk eit: Es seienTn und Sn zwei erwartungstreue SchÄatzfunktionen bezÄuglich F . Dann
hei¼tTn

� wirksamer (e®ektiver) als Sn , falls:

VarF [Tn ] < VarF [Sn ]

� genausowirksam wie Sn , falls:

VarF [Tn ] · VarF [Sn ]

Ist Tn so wirksam wie Sn fÄur alle # und fÄur mindestens ein #0 wirksamer, so hei¼t Tn

wirksamer als Sn .

mittlerer quadratisc her Fehler (MSE) von Tn :

M SE(Tn ; F ) := EF [(Tn ¡ T(F ))2]

M SE(F ) := E[(F ¡ E[F ])2] = Var [F ] falls F erwartungstreu

konsisten t im quadratisc hen Mittel: Eine SchÄatzvariable hei¼tkonsistent im quadratischen
Mittel, wenn M SE ! 0 fÄur n ! 1 gilt.

konsisten t bezÄuglic h der Grundv erteilung: Eine Folgef Tn g von SchÄatzfunktionen hei¼tkon-
sistent bezÄuglich der Grundverteilung F zu dem Funktional T1 , falls

¡!
T n

P¡! T1 (F )

in Wahrscheinlichkeit fÄur n ! 1 . Das Funktional T1 hei¼tasymptotisc hes Funktional
der Folge f Tn g. T1 (F ) wird dann als asymptotisc her W ert bezeichnet.

� Lemma: Es sei f Tn g eine Folge von SchÄatzfunktionen und essei f Tn g asymptotisch erwar-
tungstreu bezÄuglich F und esgilt:

lim
n !1

VarF (Tn ) = 0:

Dann ist f Tn g konsistent gegenT(F ).
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Fisher-k onsisten t: Funktional T bei dem fÄur alle # 2 £ erfÄullt ist:

T(F# ) = #

Ist eine Folge von SchÄatzfunktionen fÄur alle Verteilungen F# konsistent und ist das entspre-
chendesymptotischeFunktional Fisher-konsistent, soist dieseFolgekonsistent im klassischen
Sinn.

asymptotisc h normalv erteilt: Eine Folgevon SchÄatzfunktionen f Ti : i = 1; : : : ; ng hei¼tasym-
ptotisch normalverteilt, falls fÄur die Grundverteilung F gilt:

lim
n !1

P(
p

n(Tn ¡ T(F )) < x) = ©
µ

x
V(T; F )

¶

Hierbei hei¼tV (T; F ) asymptotisc he Varianz bzw. im Fall, dassTn ein Zufallsvektor ist,
asymptotisc he Ko varianzmatrix von f Tn g.
Beispiel sieheRiedel, S. 162

5.4 Konstruktion von SchÄatzfunktionen

Wir betrachten ein parametrischesModell

F# : # 2 £

mit dem SchÄatzfunktional
T : DT ½ M ! Rk :

Zur SchÄatzung benutzen wir eine Stichprobe bzw. ihre empirische Verteilungsfunktion Fn .

Substitutionsmetho de: Tn = T(Fn ):

Prinzip von Laplace: Tritt ein Ereignis in einer Stichprobe auf, so ist seineWahrscheinlichkeit
maximal unter allen mÄoglichen (?).

Maxim um-Lik eliho od-Metho de: F = f F# : # 2 £ g sei eine dominierende Klasse, falls ein
¾-endlichesMa¼¹ existiert, so dass

F# (A) =
Z

A
f # (x)¹ (dx):

Die Funktion f # hei¼tRadon-Nik odym-Ableitung von F# bezÄuglich ¹ . In der Anwendung
ist ¹ entwederdasZÄahlma¼oder dasLebesguescheMa¼.Es wird der SchÄatzwert #̂ als LÄosung
von

f #̂ = max(f # : # 2 £)

bestimmt (vorausgesetzter existiert). Die konkrete Stichprobe wird nun durch die mathema-
tische ersetzt. Die resultierendeSchÄatzung hei¼tdie Maxim um-Lik eliho od-SchÄatzung .
De¯nition laut Steger:

L (¡!x ; #) :=
nY

i =1

f (x i ; #) =
nY

i =1

P# (X i = x i )

Ein SchÄatzwert #̂ fÄur den Parameter einer Verteilung f (x; #) hei¼t Maximum-Likelihood
SchÄatzwert fÄur eine Stichprobe ¡!x , wenn gilt

L (¡!x ; #) · L (¡!x ; #̂) fÄur alle #:

Lik eliho od-F unktion: # ! f # (x)

logarithmisc he Lik eliho od-F unktion: # ! log f # (x)
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5.5 Die Ungleic hung von Rao-Cramer

Die folgendeUngleichung gibt die kleinstmÄogliche Varianz an, die ein unverzerrter SchÄatzer haben
kann. Sieerlaubt zum einen,die E±zienz einesSchÄatzers in absoluter Weisezu de¯nieren, nÄamlich
als seinerelative E±zienz bzgl. dieserSchranke; zum anderenist ein SchÄatzer, dessenVarianz die
Schranke erreicht, bzgl. der Klassealler unverzerrter SchÄatzer e±zient.
FÄur erwartungstreue SchÄatzfunktionen misst die Varianz die GÄute. Hat die Stichprobe den Umfang
n, so gibt eseine untere Schranke fÄur die Varianz. Es sei

F = f F# : # 2 £ g

eine parametrische Familie. Die Verteilungsfunktionen F# mÄogen eine Dichte f # bezÄuglich eines
Ma¼esº besitzen.
Satz: Es sei Tn ein erwartungstreuer SchÄatzer fÄur #. Weiter sei EF# [Sn ] fÄur Sn = Tn bzw. Sn = 1
di®erenzierbarbezÄuglich # und esgelte

(EF# [Sn ])0 =
Z

X
Sn (x)( f # (x))0º (dx):

Dann gilt

VarF# (Tn ) ¸
1

I (#)
;

wobei

I (#) = E
·

±
±#

L(#; X )
¸ 2

= VarF#

µ
±

±#
ln L(#; X )

¶

die Fisher-Information bezeichnet und

L(#; x) = f # (x)

die Likelihood-Funktion.

wirksamster SchÄatzer: Ein erwartungstreuer SchÄatzer Tn , dessenVarianz gleich der unteren
Schranke 1

I (# ) ist.

6 Testtheorie

Allgemeines Konzept:
F = f F# : # 2 £ g sei ein parametrischesModell.
ZerlegungdesParamterraumes: £ = £ 0 [ £ 1; £ 0 \ £ 1 = ;
Testproblem:

� H0 : # 2 £ 0 Nullhypothese

� H1 : # 2 £ 1 Alternativh ypothese

Die HypotheseH0 hei¼teinfach, falls £ 0 eineeinelementige Mengeist (z.B. H 0 : ¹ = ¹ 0); andern-
falls hei¼tH0 zusammengesetzt(z.B. H 0 : ¹ > ¹ 0 oder H0 : ¹ 6= ¹ 0).
Auf Grundlage einer Stichprobe X n = (X 1; : : : ; X n ) wird der Stichprobenraum X n in zwei Teil-
mengenK und X n K zerlegt.
Entscheidungsregel:

Ablehnung von H0 ( ) Annahme von H1 , falls X n 2 K

Annahme von H0 ( ) Ablehnung von H1 , falls X n 62K
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K hei¼tkritischer Bereich oder Ablehnungsbereich (der Nullhypothese) und X nK hei¼tAnnah-
mebereich (der Nullhypothese).
Fehleranalyse:

H0 ist wahr H1 ist wahr
Enscheidung n Zustand H 1 ist nicht wahr H0 ist nicht wahr
Annahme von H0 richtig falsch(2)
Ablehnung von H0 falsch(1) richtig

Fehlerbewertung bei einfacher Null- und Alternativh ypothese:

H0 : # 2 £ 0

H1 : # 2 £ 1

Wahrscheinlichkeit fÄur Fehler:
P(X n 2 K jH0) =: F# 0 (K )

und
P(X n 62K jH1) =: 1 ¡ F# 1 (K )

Bemerkung: Beide Fehler sind gegenlÄau¯g: Wenn K = X n ) F# 0 (K ) = 1, und 1 ¡ F# 1 (K ) = 0.
Fehler(1) hei¼tFehler erster Art , Fehler(2) hei¼tFehler zweiter Art .

gepr Äufte Hyp othese: Hypothese,deren Ablehnung zum Fehler erster Art fÄuhrt.

Signi¯k anzniv eau: Zahl ® 2 (0; 1), die Schranke fÄur die Wahrscheinlichkeit des Fehlers erster
Art ist.

Optimierungsproblem: Der kritische Bereich K ¤, fÄur den

F# 0 (K ) · ®

gilt, hei¼tzulÄassig und der kritische Bereich K ¤, fÄur den

maxf F# 1 (K ) : F# 0 (K ) · ®g = F# 1 (K ¤)

gilt, hei¼tbester kritischer Bereich.
allgemeingesprochen: Um den bestenkritischen Bereich zu erhalten, versucht man die Power
zu maximieren, wÄahrend die Wahrscheinlichkeit fÄur den Fehler erster Art kleiner oder gleich
dem Signi¯kanzniveau bleiben/sein muss.

Test: Eine messbareFunktion Ã : X n ! [0; 1] hei¼tTest. Ã(x) wird als bedingte Wahrscheinlich-
keit dafÄur interpretiert, dassbei der Vorlage der konkreten Stichprobe xn die Entscheidung
\Ablehn ung der Nullhypothese" gefÄallt wird.
Wahrscheinlichkeit fÄur den Fehler erster Art einesallgemeinenTestproblems:

E# [Ã(X n )]; 8# 2 £ 0

bzw.
max

p02 H 0

Pp0(T 2 K ) = max
p02 H 0

Pp0(T · k)

Die Wahrscheinlichkeit fÄur den Fehler zweiter Art:

1 ¡ E# [Ã(X n )]; 8# 2 £ 1

bzw.
max

p02 H 1

Pp0(T 62K ) = max
p02 H 1

Pp0(T > k)
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G Äutefunktion eines Tests:

¯ n (#) = ¯ n (#; Ã) : £ ! E# [Ã(X n )] 2 [0; 1]

bzw.
g(n; p) = Pp(T 2 K ) = Pp(T · k)

allgemein gesprochen: Gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein Test die Nullhypothese
verwirft.

Mac htfunktion (P ower): GÄutefunktion eingeschrÄankt auf £ 1

Umfang eines Testes:
supf E# [Ã(X n )] : # 2 £ 0g =: B (Ã):

(nic ht)randomisiert: Ein Test Ã hei¼t nichtrandomisiert, falls Ã mit einer Indikatorfunktion
einer (kritisc hen) MengeK Äubereinstimmt, sonst randomisiert.

zul Äassig: Test Ã, dessenUmfang B (Ã) · ® ist.

gleic hm Äa¼ig bester Test: Falls Test zulÄassigist und esgilt:

maxf ¯ n (#; Ã) : ¯ n (#; Ã) · ®; 8# 2 £ 0g; 8# 2 £ 1

Ist die Alternativh ypotheseeinfach, sohei¼tder gleichmÄa¼igbesteTestbesterTest. allgemein
gesprochen: WÄahle Test mit hÄochster Power aus.

kritisc her W ert des Testes:
K = f xn : jxn j > kg:

Beispiel: Es seiX » N (¹; ¾2) und ¾2 seibekannt. F = fN (¹; ¾2) : ¹ 2 Rg seieineparametrische
Familie mit dem Parameter ¹ und dem Parameterraum £ = R. Nullhypothese:H 0 : ¹ = 0,
Alternativh ypothese:H 1 : ¹ 6= 0.
X n ist eine erwartungstreue, normalverteilte und konsistente SchÄatzfunktion von ¹ . Es gilt
sogar:

X n » N (¹; ¾2=n):

Es wird ein symmetrisches Intervall des Nullpunktes ausgeschlossen,da unter H 0 die Zu-
fallsgrÄo¼eX n und ¡ X n identisch verteilt sind. Wir setzen# = ¹ .
Bestimmung desUmfangesdesTestes:

F# 0 (K ) = 2
µ

1 ¡ ©
µ

k
p

n
¾

¶¶
) k = z1¡ ®

2

¾
p

n

Hierbei ist zu das u-Quantil der standardisierten Normalverteilung. Somit ist der Test
zulÄassig.
Bestimmung der Macht:

¯ n (#) = 2 ¡
·
©

µ
z1¡ ®

2
¡

#
p

n
¾

¶
+ ©

µ
z1¡ ®

2
+

#
p

n
¾

¶¸

FÄur # 6= 0 gilt:
lim

n !1
¯ n (#) = 1:

konsisten t: Test, fÄur den gilt:
lim

n !1
(#) = 1; # 2 £ 1:

unverf Äalscht: Test, fÄur dem gilt:

¯ n (#) ¸ Bn := supf E# [Ã(X n )] : # 2 £ 0g:
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6.1 Das Lemma von Neyman-P earson

(siehe auch Hasenclever12.2.1 auf Seite 56) Betrachte die parametrische Familie

F = f F# 0 ; F# 1 g; £ = f #0; #1g = £ 0 [ £ 1:

Testproblem:

H0 : # = #0

H1 : # = #1

Ohne EinschrÄankung der Allgemeinheit existieren Dichten

f i := f # i : X ! [0; 1 )

Test von Neymann-P earson (Lemma):

1. Jeder Test der Form

Ã(x) =

8
><

>:

1 falls f 1(x) > kf 0(x)
° falls f 1(x) = kf 0(x); 0 · k < 1 ; 0 · ° · 1
0 falls f 1(x) < kf 0(x)

2. (Existenz) FÄur das Testproblem H 0 gegenH1 zum Signi¯kanzniveau ® existiert eine Kon-
stante k®; 0 · k® < 1 und ° , 0 · ° · 1, so dassder entsprechende Test vom Typ bester
Test ist.

3. (Eindeutigkeit) Wenn fÄur einen Test Ã0 bester Test desUmfangs ® ist, dann ist er au¼erauf
f x : f 1(x) = kf 0(x) vom Typ sieheerster Punkt.g

4. Bemerkung:Im Lemma von Neymann-Pearsonist der Stichprobenumfang gleich 1.

Bemerkung: Ist P(f 0(x) = kf 1(x)) = 0 fÄur alle k ¸ 0, so gilt stets ° = 0 und somit ist der beste
Test nicht randomisiert.
Folgerung: FÄur die GÄute desbestenTestes¯ fÄur das Testproblem H 0 gegenH1 gilt ¯ > ®, falls
0 < ® < 1, d.h. der besteTest ist unverfÄalscht.

6.2 Konstruktionsmetho den

6.2.1 Lik eliho od-Quotien ten test

Lik eliho od-Quotien t:

L 1;0(x) =
f 1(x)
f 0(x)

I f f 0 ( :)> 0g(x)

Interpretation: SeienF0, F1 diskrete Verteilungen, so gilt

L 1;0(x) =
f 1(x)
f 0(x)

I f T :f 0 ( t )> 0g =
P1f xg
P0f xg

I f T :f 0 ( t )> 0g

Falls H1 gro¼ist, ist L 1;0 gro¼,d.h. der kritische Bereich ist von der Gestalt L 1;0 > k.

Folgerungen:

� DasTestproblemH0 : ¹ = ¹ 0 gegenH1 : ¹ > ¹ 0 mit bekannter Varianz ¾0 = ¾1 besitzt einen
gleichmÄa¼igenbesten Test zum Signi¯kanzniveau ® mit dem kritischen Bereich f X n > kg,
wobei

k® = z1¡ ®
¾0p

n
+ ¹ 0
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� Das Testproblem H0 : ¾= ¾0 gegenH1 : ¾> ¾0 mit bekannter Erwartung ¹ 0 = ¹ 1 besitzt
einen gleichmÄa¼igenTest zum Signi¯kanzniveau ® mit dem kritischen Bereich

nX

i =1

(X i ¡ ¹ 0)2 > k;

wobei
k® = Â2

n; 1¡ ®¾2
0 :

Der Likelihood-Quotiententest wird auch in FÄallen benutzt, in denen das Testproblem nicht aus
einfachen Hypothesenbesteht.
Testproblem:

H0 : # 2 £ 0 Nullhypothese

H1 : # 2 £ 1 Alternativh ypothese

Vorraussetzung:Parametrische Verteilungsfunktion F# besitzt eine positive Dichte f # .
Likelihood-Quotient:

L 1;0(x) =
supf L (#; x) : # 2 £ 1g
supf L (#; x) : # 2 £ 0g

wobei

L (#; x) :=
nY

i =1

f # (x i )

die Likelihood-Funktion zur konkreten Stichprobe x1; : : : ; xn bezeichnet. In diesemFall hat der
kritische Bereich die Struktur

L 1;0(x) > k

und der kritische Wert k = k® wird aus der Bedingung bestimmt, dassdie Wahrscheinlichkeit des
Fehlerserster Art durch das Signi¯kanzniveau ® beschrÄankt ist.

6.2.2 Substitutionsmetho de

Parametrische Familie
F = f F# : # 2 £ g

und die Parametermengesei Teilmengeeinesmetrischen Raumes.
AllgemeinesTestproblem:

H0 : # 2 £ 0 Nullhypothese

H1 : # 2 £ 1 Alternativh ypothese

Es wird nun eineSchÄatzfunktion Tn fÄur den Parameter # konstruiert. Als kritischen Bereich wÄahlt
man

Tn 2 £ 0;²

wobei £ 0;² eine ²-Umgebung von £ 0 ist. Hierbei wird ² so bestimmt, dassdie Wahrscheinlichkeit
desFehlerserster Art durch das Signi¯kanzniveau ® beschrÄankt ist.

6.3 Kon¯denzb ereiche und Tests

Parametrische Familie
F = f F# : # 2 £ g

Es wird versucht den unbekannten Parameter # nicht durch einen einzelnenWert sonderndurch
einen zufÄalligen Bereich zu schÄatzen.
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Bereic hschÄatzfunktion: Abbildung
C : X ! P(£) ;

wobei C¡ 1(P(£)) µ B (Menge der Borelmengen in X ). Man sagt anstelle von Bereichs-
chÄatzfunktion auch BereichschÄatzung oder Kon¯denzbereich. Die GÄute der BereichschÄatzung
C ist durch folgendeFunktion gegeben:

¯ (#0; #) := P# f ! : #0 2 C(X (! ))g = F# (C¡ 1f #0g);

d.h. ¯ (#0; #) ist die Wahrscheinlichkeit, dassder Parameter #0 vom Bereich C(X ) Äuberdeckt
wird, falls der Parameter # der wahre Paramter der Stichprobe ist.

¯ (#; #) =: ¯ (#)

FÄur jedes# 2 £ werden durch die Mengen h0;# die ric htigen Parameter und durch die Menge
h1;# der falschen Parameter eingefÄuhrt. Die Mengeder richtigen Parameter soll durch die Kon-
¯denzbereiche Äuberdeckt werden.
De¯nition

� BereichschÄatzung C hat das Kon¯denzniv eau 1 ¡ ®, wenn

¯ C (#0; #) = F# (C¡ 1f #0g) ¸ 1 ¡ ®; 8#0 2 h0;# :

� Mengeder (1-®)-Kon¯denzbereiche C1¡ ®:

C1¡ ® := f C : ¯ (#0; #) = F# (C¡ 1f #0g) ¸ 1 ¡ ®g; 8#0 2 h0;# :

� BereichschÄatzung C¤ 2 C1¡ ® hei¼tgleichmÄa¼igbester (1 ¡ ®)-Kon¯denzbereich, falls

¯ (#0; #) = F# (C¤¡ 1f #0g) = min
C

f F# (C¡ 1f #0g) : C 2 C1¡ ®g 8#0 2 h1;# ; # 2 £

mit anderen Worten: Man wÄahlt K so, dassder Umfang minimal wird.

� Die BereichschÄatzung C 2 C1¡ ® hei¼tunverfÄalschter (1 ¡ ®)-Kon¯denzbereich, falls

¯ (#0; #) · 1 ¡ ®; 8#0 2 h1;# ; # 2 £ :

6.3.1 Korresp ondenz zwisc hen Kon¯denzb ereic h und Tests

Konstruktion einesTestproblemszu vorgegebenenKon¯denzbereich. #0 sei fest gewÄahlt.

H0;# 0 : #0 2 h0;#

H1;# 0 : #0 2 h1;#

Als Annahmebereich fÄur H0;# 0 wird A(#0) = C¡ 1f #0g gewÄahlt. Somit ist A(#0) ein kritischer
Bereich zum Signi¯kanzniveau ®, da gilt:

F# (A(#0)) · ®; 8# : #0 2 h0;# :

6.4 Kon¯denzin terv alle und Test fÄur die Erw artung der Normalv ertei-
lung bei unbekannter Varianz

De¯nitionen:
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� Die ZufallsgrÄo¼enf Yi » N (¹ i ; 1); i = 1; : : : ; ng seienunabhÄangig. Dann besitzt die Zufalls-
grÄo¼e

W :=
nX

i =1

Yi
2

eine Â2-Verteilung mit n Freiheitsgradenund den Nichtzentralit Äatsparameter

±2 =
nX

i =1

¹ i
2:

Man schreibt dann W » Â2
n (±2). Ist ± = 0, so hei¼tdie Â2-Verteilung zentral. Man schreibt

dann W » Â2
n .

� Die ZufallsgrÄo¼enY » N (¹; 1) und W » Â2
n seienunabhÄangig. Dann besitzt die ZufallsgrÄo¼e

Z :=
Y

q
W
n

eine t-Verteilung mit n Freiheitsgradenund den Nichtzentralit Äatsparameter ¹ . Man schreibt
dann Z » tn (¹ ). Ist ¹ = 0, so hei¼tdie t-Verteilung zentral. Man schreibt dann Z » tn .

Satz: Es seienf X i » N (¹; ¾2); i = 1; : : : ; ng unabhÄangigeZufallsgrÄo¼en.Dann gilt:

1. X n und s2
n sind unabhÄangig.

2. X n » N (¹; ¾2

n ) und (n ¡ 1)
s2

n

¾2 » Â2
n ¡ 1:

3. V :=
X n ¡ ¹

sn

p
n » tn ¡ 1

t-T est fÄur Einstic hprob enfall:
Kon¯denzin tervall fÄur ¹ zum Niveau 1 ¡ ®:

·
X n ¡

snp
n

tn ¡ 1;1¡ ®
2

; X n +
snp

n
tn ¡ 1;1¡ ®

2

¸

Bei
h0;# = f µg; h1;# = £ n f µg:

Entsprechender Test:

H0 : ¹ = ¹ 0

H1 : ¹ 6= ¹ 0

Kritisc her Bereich:

K = f xn : v : n :=

¯
¯
¯
¯
xn ¡ ¹ 0

sn

¯
¯
¯
¯
p

n · tn ¡ 1;1¡ ®
2

g:

Es gelte:
P(jVn j > k®jH0) = ®

Die Wahrscheinlichkeit P(jVn j > kjH0) wird als p-Wert bezeichnet, wenn k = vn .Wir erhalten
somit folgendesKriterium:

� Ist der p-Wert grÄo¼erals das Signi¯kanzniveau, so ist H 0 nicht zu verwerfen.

� Ist der p-Wert kleiner als das Signi¯kanzniveau, so ist H 0 zu verwerfen.

De¯nition
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� Die ZufallsgrÄo¼eX » Â2
n (±2

x ) und Y » Â2
m (±2

Y ) seienunabhÄangig. Dann besitzt die Zufalls-
grÄo¼e

Z :=
X
n
Y
m

eine F -Verteilung mit (n; m) Freiheitsgradenund den Nichtzentralit Äatsparameter (±2
X ; ±2

Y ).
Man schreibt dann Z » Fn;m (±2

X ; ±2
Y ). Im Fall ±2

Y = 0 spricht man von einer einfachen
nichtzentralen F-Verteilung. Ist ±2

X = ±2
Y = 0, sohei¼tdie F-Verteilung zentral. Man schreibt

dann Z » Fn ; m.

6.4.1 t-T est

Gegeben ist eine Stichprobe mit unbekannter Varianz und Erwartungswert. Es soll getestetwer-
den, ob der erwartete Mittelwert( ¹ 0) mit dem der Stichprobe Äubereinstimmt bzw.ob der Mittelwert
einer normalverteilten Grundgesamtheitmit einem vorgegebenen Mittelwert Äubereinstimmt.

Annahme:
X 1; : : : ; X n seienunabhÄangig und identisch verteilt mit X i » N (¹; ¾2).
Alternativ gelte E[X i ] = ¹ und Var [X i ] = ¾2 und n sei gro¼genug.
Hypothesen:

a) H0 : ¹ = ¹ 0 gegen H1 : ¹ 6= ¹ 0

b) H0 : ¹ ¸ ¹ 0 gegen H1 : ¹ < ¹ 0

c) H0 : ¹ · ¹ 0 gegen H1 : ¹ > ¹ 0

TestgrÄo¼e:

T :=
X ¡ ¹ 0q

1
n ¡ 1

P n
i =1 (X i ¡ X )2

p
n

Ablehnungskriterium fÄur H0 bei Signi¯kanzniveau ®:

a) jT j > tn ¡ 1;1¡ ®
2

b) T < tn ¡ 1;®

c) T > tn ¡ 1;1¡ ®

6.4.2 zwei Stic hprob en t-T est

Es wird das VerhÄaltnis von Lageparametern (Erwartungswert, Varianz) zweier Stichproben unter-
sucht.

Annahme:
X 1; : : : ; X m und Y1; : : : ; Yn seienunabhÄangigund jeweils identisch verteilt, wobei X i » N (¹ X ; ¾2

X )
und Yi » N (¹ Y ; ¾2

Y ). Die Varianzen seienidentisch, also ¾2
X = ¾2

Y .

Hypothesen:

a) H0 : ¹ X = ¹ Y gegen H1 : ¹ X 6= ¹ Y

b) H0 : ¹ X ¸ ¹ Y gegen H1 : ¹ X < ¹ Y

c) H0 : ¹ X · ¹ Y gegen H1 : ¹ X > ¹ Y
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TestgrÄo¼e:

T :=

s
n + m ¡ 2

1
m + 1

n

¢
X ¡ Y

q P m
i =1 (X i ¡ X )2 +

P n
i =1 (Yi ¡ Y )2

Ablehnungskriterium fÄur H0 bei Signi¯kanzniveau ®:

a) jT j > tm + n ¡ 2;1¡ ®
2

b) T < tm + n ¡ 2;®

c) T > tm + n ¡ 2;1¡ ®

6.5 Test des Korrelationsk oe±zien ten bei Normalv erteilung

Zwei metrisch skalierte Merkmale/Stichproben auseiner zweidimensionalenNormalverteilung wer-
den auf Korr elation bzw. UnabhÄangigkeit getestet

Annahme:
beobachtete Stichprobe:

f (X i ; Yi ) » N (¹ ; §) ; i = 1; : : : ; ng

Hypothesen:

H0 : ½= 0

H1 : ½6= 0

TestgrÄo¼e:

Vn =
p

n ¡ 2
Rnp

1 ¡ R2
n

mit

Rn =
P n

i =1 (x i ¡ xn )(yi ¡ yn )
p

(
P n

i =1 (x i ¡ xn )2)(
P n

i =1 (yi ¡ yn )2)

Rn ist SchÄatzfunktion fÄur ½. SchÄatzung Rn ist zwar asymptotisch konsistent, aber unterschÄatzt
den Parameter. Als Teststatistik wurde deshalbdie Transformation Vn gewÄahlt.

Ablehnungskriterium fÄur H0 bei Signi¯kanzniveau ®:
Unter der HypotheseH 0 gilt Vn » tn ¡ 2. Somit ist der kritische Wert fÄur den Test, dass½= 0
zum Signi¯kanzniveau ®:

K : f (xn ; y
n
)jVn j > tn ¡ 2;1¡ ®

2
g

d.h. soviel wie H0 wird abgelehnt, falls gilt: jVn j > tn ¡ 2;1¡ ®
2

bzw. p · ®

6.6 Nic htparametrisc he Tests

De¯nition: Nichtparametrische Testssind Test, deren Parametermengekeine Teilmengeeineseu-
klidischen Raumes sind. (Parametermengeist Menge aller Verteilungen Äuber dem Stichproben-
raum) mit anderen Worten : Tests, die auf eine vorgegebene Verteilung oder auf ein Ma¼fÄur die
AbhÄangigkeit testen.
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6.6.1 Â2-Anpassungstest

Eine Zufallsvariable mit endlichen Wertebereich wird auf eine bestimmte Verteilung getestet.

Annahme:
X 1; : : : ; X n seienunabhÄangig und identisch verteilt mit WX i = f 1; : : : ; kg.

Hypothesen:

H0 : P(X = i ) = pi fÄur i = 1; : : : ; k

H1 : P(X = i ) 6= pi fÄur mindestensein i 2 f 1; : : : ; kg

TestgrÄo¼e:

T =
kX

i =1

(hi ¡ npi )2

npi
;

wobei hi die HÄau¯gkeit angibt, mit der X 1; : : : ; X n den Wert i angenommenhaben.

Ablehnungskriterium fÄur H0 bei Signi¯kanzniveau ®:

T > Â2
k ¡ 1;1¡ ®;

dabei sollte gelten, dassnpi ¸ 1 fÄur alle i und npi ¸ 5 fÄur mindestens80%der Werte i = 1; : : : ; k.

Bemerkung:
Â2-Testkann auch auf beliebigeZufallsgrÄo¼enX angewendetwerden.Um dieszu erreichenwird die
ZufallsgrÄo¼eX diskretisiert, d.h. man partitioniert den kontinuierlichen Wertebereich in endlich
viele Bereiche.

6.6.2 Â2-Unabh Äangigk eitstest

Zwei ZufallsgrÄo¼enwerden auf UnabhÄangigkeit untersucht.

Annahme:
X und Y diskrete ZufallsgrÄo¼enmit Werten aus der Menge f x j : j = 1; : : : ; kg bzw. f yj : j =
1; : : : ; lg. Sei pi;j := P(X = x i ; Y = yj )

Hypothesen:

H0 : X und YunabhÄangig

H1 : X und YabhÄangig

TestgrÄo¼e:

T =
kX

i =1

lX

j =1

(nN i;j ¡ N i; ¢N¢;j )2

nN i; ¢N¢;j
;

wobei N i;j := # f k : (X k ; Yk )0; k = 1; : : : ; ng:
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Ablehnungskriterium fÄur H0 bei Signi¯kanzniveau ®:

T > Â2
(k ¡ 1)( l ¡ 1) ;1¡ ®;

dabei sollte die Fallzahl grÄo¼erals 40 sein. Man spricht von einem Â2-Test mit f=(k-1)(l-1) Frei-
heitsgraden.

Bemerkung:
Bei k = l = 2 hei¼tdieserTest auch Vierfeldertest.

6.6.3 exakter Test von Fisher

Es wird die genaueWahrscheinlichkeit ausgerechnet, die beobachteteoder eine noch extremere Ta-
fel zufÄallig zu erhalten.

6.7 Kolmogoro v-Smirno v-T est

Eine zu Grunde liegendeVerteilung (Stichprobe) wird gegen eine zweiteVerteilung (weitere Stich-
probe oder hypotetische/mathematischeVerteilung) getestet.

Annahme:
Stichprobe X n mit X i » F; i = 1; : : : ; n ist gegeben, d.h. die Stichprobe hat die Verteilung Fn .
Ferner sei F0 die hypothetische Verteilung, auf die Fn zu testen ist.

Hypothesen:

H0 : Fn (x) = F0(x)

H1 : Fn (x) 6= F0(x)

TestgrÄo¼e:

Dn := L := supfj F0(x) ¡ Fn (x)j : x 2 Rg:

d.h. man wÄahlt den maximalen Abstand zwischen beiden Verteilungen fÄur gleichesx.

Ablehnungskriterium fÄur H0 bei Signi¯kanzniveau ®:

Dn bzw. L ist grÄo¼er(oder gleich?) als der kritische Wert (z.B. fÄur ® = 0:05 ist L = 1:36
r

n1 + n2

n1n2
der kritische Wert)

6.8 Mann-Whitney-T est bzw. U-T est

Zwei Stichproben gegeben. Hier wird die Hypothesegetestet,obeine zufÄallig gewÄahlter Wert ausder
ersten Stichprobe wahrscheinlichkleiner ist als einer aus der zweiten Stichprobe. Informal kÄonnte
man auch sagen,dassgetestetwird, ob die beiden Verteilungen den gleichenMedian haben.

Annahme:
Zwei unabhÄangigeStichproben: f X i » F; i = 1; : : : ; ng und f Yi » G; i = 1; : : : ; mg.
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Hypothesen:

a) H0 : F = G gegen H1 : F 6= G

b) H0 : F · G gegen H1 : 9xF (x) > G(x)

C) H0 : F ¸ G gegen H1 : 9xF (x) < G(x)

TestgrÄo¼e:

Un;m :=
nX

i =1

mX

j =1

D i;j

mit

D i;j =

(
1; wenn Yj < X i

0; wenn Yj > X i
ohne Bindungen

D i;j =

8
><

>:

1; wenn Yj < X i

0; wenn Yj = X i

¡ 1; wenn Yj > X i

mit Bindungen

Ablehnungskriterium fÄur H0 bei Signi¯kanzniveau ®:
...gute Frage
Bemerkung:
Werte fÄur den kritischen Bereich werden aus Tabelle abgelesen,in AbhÄangigkeit welcher Testfall
gewÄahlt wurde.

6.9 Wilco xon-Rangsummen test

Es gibt zweiArten diesesTestes.Die einfachere Art entspricht demMann-Whitney-T est, sie haben
zwar unterschiedliche Form, aber eshandelt sich um denselben Test. Die andere Art hei¼tWilco-
xon signed rank test . Dieser testet ob der Median einer Verteilung von Di®erenzengleich Null
ist. Bei diesemTest spielen Bindungen keine Rolle.

6.10 Vorzeic hentest

. . .

Teil I I

Biometrie 1

7 Evidenz
� Was ist Evidenz?

{ unmittelbar einleuchtende Erkenntnis, eine Einsicht ohne methodische Vermittlung

{ available facts, circumstances,etc. indicating whether or not a thing is true or valid

� Studien bilden Grundlage fÄur Evidence-based Medicine

� Wann sind Studien glaubwÄurdig?

{ Keine systematischer Verzerrungen
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{ Keine Zufallsbefunde

{ Keine interessengeleiteteEin°u¼nahme

� Simpson-P arado xon : Fasst man mehrere Gruppen zusammen,so kann sich die Aussage
der Einzelgruppen ins Gegenteil kehren. Bsp.: Erfolg von Therapie A und B soll untersucht
werden, ohne weitere Unterteilung ist Therapie B besser.Unterteilt man nun die Gruppen
auf Grund desMerkmals, an welcher Lokalisation die Therapie angewendet wurde, so stellt
sich Therapie A als die bessereheraus.

� gleicher Informationsstand wichtig, z.B. bei Vergleich von 2 Therapien fehlen die Outcome-
Daten einer Therapie ! MissverhÄaltnis

� Verzerrungen im Proze¼der VerÄo®entlichung

{ Publik ations Bias : Selektive Publikation signi¯k anter Ergebnisse(Signi¯k ante Studi-
en haben eine deutlich hÄohereWahrscheinlichkeit verÄo®entlicht zu werden!)

{ VerzÄogerungs Bias : Schnellere Publikation signi¯k anter Ergebnisse(Time to publi-
cationis shorter forpositive trials)

{ Multiple Publik ation : Schein von Evidenz durch MehrfachverÄo®entlichung

{ Sprac hen Bias : Sprachwahl je nach Ergebnis (The proportion of controlled trials with
statistically signi¯cant results was higher among reports published in English.)

{ Selektiv er Beric ht : Selektiver Bericht von signi¯k anten Endpunkten

� Irref Äuhrung durch formal tadelloseStudien:

{ Selektive UnterstÄutzung von \erw Äunschten" Studien

{ Mehrere kleine Marketing-Studien mit breitgestreuter Publikation

{ Suggestive Studien, deren Fragestellung nur unter einer ungedeckten Voraussetzung
sinnvoll ist: z.B.: NachfolgerprÄaparat fÄur altes Medikament(P atent abgelaufen!); Stu-
die zeigt: neuesPrÄaparat hat weniger Nebenwirkungen (Marketingargument!); aber:
ÄAquivalenzdosisbzgl. Wirkung bleibt unklar.

� Irref Äuhrung durch medizinische Daten

{ Zufallsbefunde:kontrolliert durch Statistik

{ Systematische Verzerrungen:kontrolliert durch Biasdiagnostik und Versuchsplanung

8 Diagnostik und Kon trolle von Verzerrungsquellen

8.1 Probleme beim Vergleic h unk ontrollierter Studien
� Vergleichbarkeit der Patienten: Alter, Stadium, Vorgeschichte

� Unklare Selektion: Zuweisungspraxis

� Vergleichbarkeit der Therapien: Dosierung, Applik ationsweise,zeitliche Gabe

� De¯nition der ZielgrÄo¼e:Erfolgskriterien

� Unterschiedliche Behandlung von: Studienabbrechern, Therapieversagern,missing values
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8.2 Herstellen der Vergleic hbark eit

8.3 Strukturgleic hheit

Die zu vergleichenden Therapiegruppen unterscheiden sich nicht in der Verteilung relevanter
StÄorgrÄo¼en(GrÄo¼en,die den Therapieerfolg beein°ussenkÄonnen) vor Beginn der Studie. Struk-
turgleichkeit wird errreicht durch Randomisation.

8.4 Randomisation

Randomisation ist die zufÄallige Zuordnung der Patienten zu den Therapiegruppen
� Bekannte und unbekannte StÄorgrÄo¼enwerden dabei, genÄugend gro¼eFallzahl vorausgesetzt,

gleichmÄa¼igauf die Therapiearme verteilt.
� Jeder Patient hat die gleiche Chancein einen der Therapiearme zu kommen.
� Randomisationsergebnisdarf nicht vorhersagbarsein.
� Voraussetzungder Randomisation:

{ Es gibt keine BeweisefÄur die Unterlegenheit einer Behandlungsmodalit Äat. (Prinzip der
vergleichbaren Unsicherheit)

{ Die Behandlungensind aufgrund ihrer Applik ationsweisezumutbar

{ Der Patient wird aufgeklÄart und stimmt schriftlic h der Verfahrensweisezu.
� Techniken zur Randomisation

{ einfache Randomisation

{ Blockrandomisation (Random Permuted Block Design)
� Strati¯zierte Randomisation

{ Sind StÄorgrÄo¼enbekannt, werdenentsprechendder Kategorien dieserStÄorgrÄo¼enSchich-
ten (Strata) gebildet.

{ Die Randomisation erfolgt dann innerhalb der Schichten.

{ Adaptive Randomisationsalgorithmen: Bei jeder Aufnahme eines Patienten wird die
aktuelle Verteilung bekannter StÄorgrÄo¼enauf Therapiearme berÄucksichtigt (z.B. Mini-
mierungsverfahren nach Pocock, 1975)
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8.5 Minimierungsmetho de

Grundidee:

� De¯niere ein MassfÄur Imbalancemit geeigneterBerÄucksichtigung der Strati¯k ationsfaktoren

� Bevorzuge Allokation, die globale Imbalance minimiert (deterministisch oder mit Zufalls-
komponente)

� Implementation der Minimierungsmethode am KKSL:
Zu randomisierensei ein Patient mit Risikopro¯l (m1; : : : ; mr ). FÄur jeden Randomisations-
arm i (i = 1; : : : ; t; t ¸ 2) berechne einen Score:

scorei =

h³ P r
j =1 wj ¢n(Sj = m j ) ;i

´
+ w0 ¢ni

i

Vi

Vi : Randomisationsanteil von Arm i

Sj : Strati¯k ationsmerkmal j ; j = 1; : : : ; r

r : Anzahl der Strati¯k ationsmerkmale

mj : Wert von Sj fÄur den zu randomisierendenPatienten

n(Sj = m j ) ;i : aktuelle Anzahl der Patienten im Arm i , die im Strati¯k ationsmerkmal j den
Wert mj haben

wj : Gewicht fÄur Strati¯k ationsmerkmal j

w0: Gewicht fÄur Gesamtarmbilanz

ni : aktuelle Anzahl der Patienten in Arm i

Der Arm mit demkleinsten Scorewird mit Wahrscheinlichkeit p genommen,mit Wahrschein-
lichkeit 1 ¡ p wird unter den restlichen Armen \gewÄurfelt". (Falls p = 1 \deterministisc he
Randomisierung")

8.6 Behandlungsgleic hheit

Patienten mÄussenin den zu vergleichenden Therapiegruppen gleich behandelt werden. Behand-
lungsgleichheitwird erreicht durch:

� Blindv ersuche

� standardisiertesVorgehenbei Behandlung

� Einsatz von Placebo

Was kann im Rahmen einer Behandlung den Therapieerfolg beein°ussen?z.B.:

� Begleittherapie

� Prophylaktische Ma¼nahmen

� Therapiemodi¯k ation

� Technische Abl Äaufe

� Zuwendung desArztes u. desP°egepersonals

) Unterscheiden sich diese Behandlungsma¼nahmenin den zu vergleichendenTherapiearmen,
kommt es zu Verzerrungen
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8.7 Blindv ersuch

� O®ener Versuch: Die Zuordnung zu den Behandlungsgruppen ist allen bekannt.

� Blindv ersuche sind bei leichter Erkennbarkeit der angewandten Therapie nicht mÄoglich bzw.
schwierig durchzufÄuhren. z.B.:

{ unterschiedliche Nebenwirkung

{ unterschiedliche Applik ationsformen

{ Vergleich eineschirurgischen Eingri®s mit einer medikamentÄosenBehandlung

� \double dumm y"-T echnik : z.B. bei unterschiedlichem Zeitplan der Applik ation oder bei
unterschiedlichen Applikationsformen

� Placeb o-E®ekte : Der Nachweis der therapeutischen Wirksamkeit ist erst gegeben, wenn
die Therapie wirksamer als die Placebobehandlung ist.

8.8 Beobachtungsgleic hheit

Beobachtungsgleichheit bedeutet, gleiche Ma¼stÄabe in den Therapiearmen anzulegenbei der Be-
urteilung:

� der TherapiedurchfÄuhrung

� der unerwÄunschten Nebenwirkungen und

� desTherapieerfolges

Wie sichert man Beobachtungsgleichheit?

� Blindv ersuche

� standardisierte Beobachtung u. Dokumentation

� Reviewbeurteilung

8.9 Reviewb eurteilung

Reviewbeurteilungensind Beurteilungen von nicht oder nur schwer objektivierbaren diagnostischen
oder therapeutischen Merkmalen nach einemfestgelegtenVerfahren durch quali¯zierte Gutachter,
die hinsichtlich aller anderenMerkmale in Unkenntnis gelassenwerden.

� Variante 1: unabhÄangigeBeurteilung durch jeden Gutachter ) Bildung einesGesamturteils
nach im Vorfeld de¯nierten Kriterien (Reliabilit Äat)

� Variante 2: gemeinsameBeurteilung durch die Gutachter ) Bildung eines Gesamturteils
durch Konsens
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9 Studien-F ragestellung und Endpunkte

9.1 Prozess der Studienplan ung
� PrÄazisierungder Studienfrage

� Wahl desprimÄaren Endpunktes

{ Konkurrierende Optimalit Äatskriterien

{ Surrogat-Endpunkte

{ Palliativ e Situation

{ AbhÄangigkeit desStudienergebnissesvon der Wahl desEndpunktes

� Wahl der Beobachtungseinheit

� Ein- und Ausschlu¼kriterien

� FrÄuhe oder spÄate Randomisierung(am Bsp. StudiendesignCT1 + CT2 vs. CT1 + RT)?

9.2 Ziel und Endpunkt
� Ziel der Studie : Fragestellung,die durch die Studie beantwortet werden soll. z.B.:

{ Reduktion der peri-operativen Morbidit Äat

{ Verbesserungdes ÄUberlebens(zu klÄaren: medianesÄUberleben ? 5-Jahres-Raten? . . . )

� Endpunkt (Zielkriterium) : zur Beantwortung der StudienfrageerhobenesKriterium, wird
fÄur jeden Patienten bestimmt. z.B.:

{ Morbidit Äat (Zeitraum, Diagnosen/Komplikationen, diagnostische Massnahmen)

{ Tod

9.3 Prim Äare und sekund Äare Ziele
� JedeStudie sollte ein prim Äares Ziel haben:

{ Frage, die am meisten interessiert

{ mussdurch StudiendesignadÄaquat beantwortbar sein

� Daneben kÄonnen zusÄatzlich sekund Äare Ziele verfolgt werden:

{ weitere Aspekte zur Wirksamkeit

{ Sicherheit, Nebenwirkungen, Komplikationen
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9.4 Wahl eines Endpunkts \b esser" ?

Konkurrierende Optimalit Äatskriterien

Ethisc h : wenig invasiv, wenig Zusatzbelastung fÄur Patienten

Klinisc h : Unterscheide (nur), was fÄur den Patienten einen Unterschied machte

Statistisc h : mÄoglichst informativ e Skala: binÄar < ordinal < kontinuierlich

Biometrisc h : verlÄasslich messbar:objektiv und reproduzierbar

Logistisc h : lÄuckenlosmessbar:einfach, billig, mit geringemAufwand

9.5 Surrogatkriterien

Motiv ation fÄur den Einsatz von Surrogatkriterien : Klinisch relevanter Endpunkt . . .

� tritt spÄat oder selten ein

� ist nur invasiv oder teuer messbar

Surrogatkriterien sind meist chemischeoder physikalischeMessparameter. z.B.:

� Bluttfette statt kardiovaskulÄarer Mortalit Äat

� CD4-positive Zellen statt ÄUberlebenszeitbei AIDS

� Tumormarker statt ÄUberlebenszeit

Vorsicht: Pharmak odynamisc he Wirkung 6= therap eutisc he Wirksamk eit

9.6 Wahl der Beobachtungseinheit
� Studie 1

Frage: Wird Restenoseratedurch Art des Stents beein°u¼t (Material, Bauart, Beschich-
tung,. . . ) ! Vergleich zwischen vier verschiedenenStents

Wirkung: lokal

Beobac htungseinheit: KoronargefÄa¼

� Studie 2

Frage: Wird Restenoseratedurch PDGF-Inhibition beein°u¼t! Vergleich zwischenPDGF-
Inhibitor und Placebo

Wirkung: systemisch

Beobac htungseinheit: Patient

9.7 Ein-und Ausschlu¼kriterien
� Studienprotok oll 6= generelles Behandlungsk onzept

� PrimÄarziel einer Studie ist die KlÄarung einer Frage, nicht die Organisation der Patientenver-
sorgung.

� Welche Patienten gehÄoren in die Studie ?

{ Einschlu¼kriterien: Patienten, bei denender zu untersuchendeE®ektdeutlich auftreten
sollte

{ Ausschlu¼kriterien:
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� Patienten, die zu krank sind, um deutlich zu pro¯tieren
� Patienten, die zu gesundsind, um deutlich zu pro¯tieren,
� Patienten, bei denendie ZielgrÄo¼eschwer oder gar nicht messbar ist
� Patienten, bei denendie Therapie zu riskant erscheint
� Patienten, bei denenmangelndeCompliance zu erwarten ist

� Wahl der Einschlu¼kriterien: weit oder restriktiv ?

{ Argumente fÄur weite Einschlu¼kriterien:

1. Gewinn an Aussagekraft eherdurch einegrÄo¼erePatientenzahl, als durch ein besser
de¯niertes Kollektiv

2. Breite Einschlu¼kriterien entschÄarfen das Problem der Generalisierbarkeit

9.8 Allgemeine Kriterien fÄur Kausalit Äat
� E®ektgrÄo¼edeutlich

� E®ekt passt in zeitliche Reihenfolge

� E®ekt in unabhÄangigenStudien reproduzierbar

� E®ekt zeigt Dosis-Wirkungs-Beziehung

� E®ekt operational manipulierbar : (E®ekt verÄandert sich bei HinzufÄugen und Entfernen der
Ursache)

� E®ekt konsistent mit dem Kenntnisstand der Substanzwissenschaft

� E®ekt ist spezi¯sch - d.h. andereUrsachen kÄonnen ausgeschlossenwerden.

10 Wahrscheinlic hkeit

10.1 Variabilit Äat von Versuchsergebnissen

Grunderfahrung Zufall : Mit dem gleichen Eingri® erhÄalt man bei biologisch-medizinischen Ver-
suchen in der Regel un tersc hiedlic he Ergebnisse auch, wenn man alle bekannten StÄorgrÄo¼en
ausschaltetund die Versuchsbedingungenkonstant hÄalt.

10.2 Induktion als Grundproblem der Statistik
� Versuche sind de facto nur an endlichen Stichproben durchfÄuhrbar.

� Der induktive Schluss: Endlic he Stic hprob e ! Allgemeine Aussage Äuber Versuchsprin-
zip (Grundgesamtheit) ist mit evidentialer UNSICHERHEIT behaftet.

� Statistik kontrolliert dieseUnsicherheit und schÄutzt vor irr efÄuhrendenZufallsbefunden.

10.3 Statistisc he Mo dellierung

Grundprobleme der Statistik
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1. SchÄatze unbekannte Parameter und beurteile die Genauigkeit

2. Beurteile HypothesenÄuber unbekannte Parameter

10.4 Was ist Wahrscheinlic hkeit?

De¯nition: Sei (­ ; G) ein me¼barerRaum und sei P eine Abbildung von G in R. P hei¼tWahr-
scheinlichkeitsma¼oder kurz eine Wahrscheinlichkeit, wenn gilt:

A 2 G ) P(A) ¸ 0

(An 2 G fÄur alle n 2 N und A i \ Ak = ; fÄur i 6= k) ) P

Ã
1[

n =1

An

!

=
1X

n =1

P(An ):

P(­) = 1

Der mathematische Begri® der Wahrscheinlichkeit bedarf im Kontext der Erkenntnisgewinnung
einer Realinterpretation!
Zwei intuitive Quellen fÄur Wahrscheinlichkeit:

� Stabile HÄau¯gkeiten bei wiederholbarenVersuchen (besondersbei Symmetrie: W Äurfel, Urne
etc.) ! frequen tistisc her W ahrsc heinlic hk eitsb egri®

� Rationale EinschÄatzungen von Eventualit Äaten beim Handeln unter Unsicherheit { Objekti-
viert sich als \fairer Wettquotient" ! personalistisc her (Ba yes) W ahrsc heinlic hk eits-
begri®

Mathematische Axiome gelten fÄur beide Realbegri®e.

10.5 frequen tistisc her Wahrscheinlic hkeitsb egri®
� Wahrscheinlichkeit ist nur de¯niert in Bezug auf (identisch) wiederholbarer Zufallsexperi-

mente.

� Historische Protot ypen: Gleichverteilung durch Symmetrie, z.B. Urnenmodell, W Äurfel, Kar-
tenspieleetc.

� Umgangssprachlich gelÄau¯ge Wahrscheinlichkeit von singulÄaren Ereignissen(z.B. Ergebnis
einesbestimmen Fu¼ballspiels)ist wissenschaftlichunde¯niert .

� Die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Ergebnisseseines wiederholbaren Zufallsexperi-
ments lÄasst sich durch die empirische HÄau¯gkeit in einer hinreichend langen Serie von Ex-
perimenten approximativ schÄatzen.

� Allerdings ist die Konvergenzder empirischen HÄau¯gkeiten nur stochastisch:

8" > 0 : lim
n !1

P(jp̂n ¡ pj > " ) ! 0
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� Weil die Erkl Äarung der Konvergenzder HÄau¯gkeiten gegendie \w ahre" Wahrscheinlichkeit
selbstden Wahrscheinlichkeitsbegri® voraussetzt, kann man die frequentistische Wahrschein-
lichkeit nicht als rein empirische Eigenschaftvon HÄau¯gkeitsfolgen konzeptualisieren.

� Frequentistische Wahrscheinlichkeit wird daher verstandenals objektive, aber latente Eigen-
schaft (identisch) wiederholbarer Zufallsexperimente.

10.6 Bayes'scher Wahrscheinlic hkeitsb egri®
� Bayes'sche Wahrscheinlichkeit: rationaler Grad von Glauben oder rationale Quanti¯zierung

von Unsicherheit.
� Wahrscheinlichkeit stellt subjektiv e Ungewissheitdar.
� RedeÄuber Wahrscheinlichkeit von Hypothesenerlaubt, auch wenn diese\an sich" wahr oder

falsch.
� Bayes'sche Wahrscheinlichkeit kann formalisiert werden als:

Rationale W ettquotien ten (de Finetti): (siehe spÄater)
Erw eiterung der Logik auf Wahrheitswerte zwischen 0 und 1 (Je®reys):(siehe spÄater)

� Induktiv esLernen bzgl. Wahrscheinlichkeit von Hypothesen(Bayes'sche Lernformel)

10.6.1 Rationale W ettquotien ten
� Wette zwischenX und Y bzgl.Proposition H :

X wettet auf H und setzt u
Y wettet auf : H und setzt v
Der Gewinner bekommt: u + v
Wettquotient von X :

u
u + v

Faire Wette = maximaler akzeptabler Wettquotient = Gewinnerwartung 0:

p ¢(+ v) + (1 ¡ p) ¢(¡ u) = 0 ) p =
u

u + v

Fairer Wettquotient ist subjektiveWahrscheinlichkeit von X bzgl.H .
� Rationalit Äatskriterium fÄur Systemevon Wetten:

{ Wetten auf H1; : : : ; Hn : 2n mÄogliche Kombinationen von Wahrheitswerten
{ System von W etten irrational , Verlust bei allen m Äoglic hen Ausg Äangen
{ Sei Cr X (H ) der grÄo¼teWettquotient, den X bzgl. H akzeptiert. Cr X (H ) kohÄarent ,

Es gibt kein endlichesSystemH 1; : : : ; Hn , sodassWetten mit Cr X (H ) zu notwendigem
Verlust fÄuhrt.

� Theorem (de Finetti) : Cr X kohÄarent , Cr X erfÄullt Axiome der Wahrscheinlichkeit mit
endlicher Additivit Äat
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10.6.2 W ahrsc heinlic hk eit als Erw eiterung der Logik
� Ziel : Induktiv e (erkenntnisleitende) Logik als Erweiterung der Logik der Propositionen

� Intuitiver Grundbegri® : q ist wahrscheinlicher als r gegeben Wissen/Daten p:

qjp > r jp

(???)

� Frage: Kann man diesenGrundbegri®

1. konsistent mit der Logik der Propositionen verwenden?

2. durch Daten/neues Wissen kohÄarent zum Lernen verwenden?

� Axiome:

1. Anordnung:
[qjp > r jp] oder [qjp < r jp] oder [qjp = r jp]

2. Transitivit Äat :
[qjp > r jp] und [r jp > sjp] ) [qjp > sjp]

3. Konsistenz mit deduktiver Logik:

p ! r ) [pjp = r jp = sicher ]

4. VertrÄaglichkeit mit logischer Exklusion q; q0 exklusiv und r; r 0 exklusiv und [qjp = r jp]
und [q0jp = r 0jp] ) [q _ q0jp = r _ r 0jp]

5. Quanti¯zierung und Normierung: Wahrscheinlichkeiten gegeben p lassensich ordnungs-
erhaltend durch Pr auf [0; 1] abbilden.

6. VertrÄaglichkeit mit Konjuktion :

p ^ q ! r ) Pr (q ^ r jp) = Pr (qjp)

7. Bedingte Wahrscheinlichkeit:

Pr (q ^ r jp) = Pr (qjp) ¢Pr (r jq ^ p)

� Theorem : Pr erfÄullt die Kolmogorov Axiome

10.6.3 Bayes'sche Lernformel

Seien H1; : : : ; H k mÄogliche Hypothesen Äuber ein Zufallsexperiment. Seien D die beobachteten
Daten. Sei P(H i ); i = 1: : : k, die Prior-Wahrscheinlichkeit von H i vor Beobachtung der Daten.
(sieheauch 3.8 auf Seite 15) Dann gilt:

Pr (H i jD )
| {z }

Posterior

=

Lik eliho od der Daten gegeben H iz }| {
Pr (D jH i ) ¢

P r ior
z }| {
Pr (H i )X

j

Pr (D jH j ) ¢Pr (H j )

| {z }
Normierungsfaktor
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10.6.4 De¯nition der Lik eliho od-F unktion

Gegeben Beobachtungen y = (y1; : : : ; yn ) von Zufallsvariablen Y = (Y1; : : : ; Yn ). Angenommendie
Dichte von Y gehÄore zu einer Familie von Verteilungsdichten f (£ ; y)dy mit £ 2 ­ (­: Parame-
terraum) mit unbekanntem £.

Lik elihood(£ ; y) = f Y (£ ; y)

Falls yi unabhÄangig: Lik elihood(£ ; y) =
Q

i f (£ ; yi )

10.6.5 Beta-V erteilung

Trick: spezi¯ziere Prior als Beta-Verteilung (sieheFolie 30)

10.6.6 Wie wÄahlt man Prior?

1. Nicht informativ B eta(1; 1) (Dichte konstant = 1)

2. Als Zusammenfassungaller Vorinformation

� SchÄatze plausibelsten Wert p0
� SchÄatze Sicherheit dieserSchÄatzung als Äaquivalent zu n0 Beobachtungen

Prior: B eta(1 + p0n0; 1 + n0(1 ¡ p0))

Frequen tisten Bayesianer
Daten: zufÄallig, austauschbar gegeben

=identisch verteilt
Modelle: gegeben: wahr oder falsch mehr oder weniger

meist unbekannt wahrscheinlich
Scope: nur wiederholbare HypotheseÄuber

Zufallsexperimente singulÄare Ereignisse
Zufallsexperimente

Philsosophie: Realismus/Ob jektivismus Rationale, kohÄarente
Flair: Empirismus Bewertung von Unsicherheit

11 Diagnostisc he Tests

Def.: MÄoglichkeit der Einteilung, aufgrund einesMerkmals (z.B. Symptom), in Krankheit \ liegt
vor" und \ liegt nicht vor": ! Interpretation diesesMerkmals als \Diagnostischer Test". In diesem
Sinne hat man also:

� natÄurliche Tests (z.B. Symptome)

� konstruierte Symptome(z.B. normale/pathologische Laborwerte)

11.1 Kenngr Äo¼en diagnostisc her Tests

S: Ereignis einesSymptoms, das auf Krankheit schlie¼enlÄasst; K : Ereignis einer Krankheit

� P(K ) Pr Äavalenz

� P(SjK ) Sensitivit Äat

� P(SjK ) Spezi¯t Äat
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� P(K jS) positiv er Vorhersagew ert oder pr Äadik ativ e W ert

P(K jS) =
P(SjK )P(K )

P(SjK )P(K ) + (1 ¡ P(SjK ))(1 ¡ P(K ))

=
SensitivitÄat ¢PrÄavalenz

SensitivitÄat ¢PrÄavalenz+ (1 ¡ Spezi¯t Äat)(1 ¡ PrÄavalenz)

� P(K jS) negativ er Vorhersagew ert

P(K jS) =
P(SjK )(1 ¡ P(K ))

P(SjK )(1 ¡ P(K )) + (1 ¡ P(SjK ))P(K )

=
Spezi¯t Äat ¢(1 ¡ PrÄavalenz)

Spezi¯t Äat ¢(1 ¡ PrÄavalenz) + (1 ¡ SensitivitÄat) ¢PrÄavalenz

� P(SjK ) Wahrscheinlichkeit fÄur den Fehler 2. Art

� P(SjK ) Wahrscheinlichkeit fÄur den Fehler 1. Art

11.2 Schlussfolgerungen

Welche Schlussfolgerungenkann man aus einem positiven Test ziehen?

1. Wie gro¼ist die Wahrscheinlichkeit, dassder Patient die Krankheit hat?

2. Soll ich den Patienten auf die Krankheit behandeln?

3. Wie stark ist die Evidenz, die das Testergebnisliefert?

MÄoglich sind z.B.:

1. Der Patient hat die Krankheit wahrscheinlich nicht.

2. Der Patient soll auf Krankheit K behandelt werden.

3. Das Testresultat liefert starke Evidenz, dassder Patient die Krankheit D hat.

11.3 Evidenz

Was ist \ Evidenz"? Informationsgewinn durch das Testergebnis

� kann nur relativ bzgl. desVergleichs von zwei Hypothesenangegeben werden.

� ist im statistischen Sinn ein Likelihood-VerhÄaltnis (Lik elihood-Ratio):

LR (S) =
P(SjK )

P(SjK )
=

SensitivitÄat
1 ¡ Spezi¯t Äat

LR (S) =
P(SjK )

P(SjK )
=

1 ¡ SensitivitÄat
Spezi¯t Äat

� Evidenz unabhÄangig von PrÄavalenz

� Posterior Odds:
fÄur positive Testergebnisse:

P(K jS)

P(K jS)
| {z }

Posterior Odds

=
P(SjK )

P(SjK )
| {z }

LR: Info durc h S

£
P(K )

P(K )
| {z }

Prior Odds
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analog fÄur negative Testergebnisse:

P(K jS)

P(K jS)
| {z }

Posterior Odds

=
P(SjK )

P(SjK )
| {z }

LR: Info durc h S

£
P(K )

P(K )
| {z }

Prior Odds

11.4 Schlussfolgerungen

Die aus diagnostischerSicht interessanten Fragen:

� Wie wahrscheinlich ist das Vorliegen der Krankheit, wenn der Test positiv ausfÄallt?

� Wie wahrscheinlich ist das Nicht-Vorliegen der Krankheit, wenn der Test negativ ausfÄallt?

kÄonnen also aus alleiniger Kenntnis der GÄuteeigenschaft des Tests (Sensitivit Äat, Spezi¯t Äat) und
ohne Kenntnis der PrÄavalenz nicht beantwortet werden!
Um daraus SchlussfolgerungenfÄur (therapeutische) Aktionen ziehenzu kÄonnen,sind noch weitere
Informationen nÄotig!
Die (in den Daten erhaltene) Evidenz fÄur das Vorliegen der Krankheit gegenÄuber dem Nichtvor-
liegen wird durch das VerhÄaltnis (Lik elihood-Ratio) P(SjK )=P(SjK ) allein bestimmt.

12 Beurteilung von Hyp othesen in drei statistisc hen Para-
digmata

12.1 Paradigmatisc he Leitfragen
� Was soll ich glauben angesichts der Daten (! VorwissenberÄucksichtigen!)? \Ba yesianer"

� Wie entscheideich zwischen Handlungsoptionen,aufgrund der Daten (! Entscheidungsre-
gel. BerÄucksichtige Verlust-Funktion Äuber mÄogliche Handlungsfolgen!)?\F requen tisten"

� Was sagendie Daten bzgl. HypothesenA und B Äuber die unbekannten Parameter desMo-
dells (! relative Evidenz, argumentativ e Kraft)? \Lik eliho odians"

12.2 Hyp othesenvergleic h im frequen tistisc hen Paradigma

12.2.1 Neyman-P earson-T est

(siehe auch Riedel 6.1 auf Seite 35)
Die Verteilung P# der Zufallsvariablen X liege in einer Klasse f P# j# 2 ­ g von Verteilungen. Be-
trachte eine disjunkte Zerlegung­ = ­ 0 [ ­ 1 desParameterraums.
Aufgabe: Entscheidungsregelzwischen den HypothesenH 0 : # 2 ­ 0 und H1 : # 2 ­ 1.
AllgemeineForm einer Entscheidungsregel:Sei Sx = f xjx 2 X g der Samplespaceder Zufallsva-
riablen X . Bilde disjunkte ZerlegungSX = S0 _[ S1 und entscheide: Falls x 2 S0 ) H0 annehmen,
falls x 2 S1 ) H1 annehmen!Viele Aufteilungen desSamplespacesind mÄoglich. Welche sind gut?
Grundgedanke frequentistischer Verfahren: Kontrolliere die GÄute einer Entscheidungsregeldurch
Verfahrenseigenschaften bei wiederholter Anwendung!
Entscheidungsregel-Vorschlag von Neyman-P earson : Zeichne eineder Hypothesenausund kon-
trolliere die Wahrscheinlichkeit einesFehlers erster Art bei wiederholter Anwendung desVerfah-
rens:Pr (x 2 S1j# 2 ­ 0) · ® fÄur alle # 2 ­ 0. Unter den Entscheidungsregeln,die dieserBedingung
genÄugen,wÄahle diejenige(n), welche -bei gegebenerFallzahl- die Power Pr (x 2 S1j# 2 ­ 1) = 1¡ ¯
mÄoglichst fÄur alle # 2 ­ 1 gleichmÄa¼igmaximiert .

Charakteristik:

� Entscheidungsverfahren zwischen zwei Hypothesen
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� Entscheide aufgrund der Daten!

� VorgegebeneVerfahrensparameter(Sgini¯k anzniveau, Power)

� Kontrolle Fehler erster Art

Lemma von Neyman-P earson: Bester Ablehungsbereich beim Test von Punkthypothesen
wird durch

LR =
LH der Daten unter H1

LH der Daten unter H0
=

Q n
i =1 f (x i jµ1)

Q n
i =1 f (x i jµ0)

> C®

C® ist in diesemFall der bestekritische Bereich mit der GrÄo¼e®. Man bestimmt damit den Test
mit maximaler Power bei gegebener Irrtumsw ahrscheinlichkeit.
Bei der Versuchsplanung kann nach Wahl des Testverfahrens das Signi¯kanzniveau ® und die
gewÄunschte Power 1 ¡ ¯ (bzgl. einer konkreten Alternativ e) vorgegeben und daraus die nÄotige
Fallzahl errechnet werden. experimentum crucis

En tscheidungstheoretisc he Kritik:

� N.-P.-Ansatz propagiert ein allgemeinesstatistischesEntscheidungsverfahren als \ rational "

� Rationalit Äat der Entscheidung hÄangt bei konkreten Entscheidungenvon der Bewertung der
Handlungsfolgen(Verlustfunktion) ab.

� Bei geplanten Versuchen kÄonnen ® und ¯ nach Analyse der Handlungsfolgen sachgemÄa¼
gewÄahlt und dann die Fallzahl bestimmt werden.

� Werden N.-P.-Tests jedoch schematisch angewandt, wie dies in der Medizin leider die Regel
ist, ist die Rationalit Äat nicht gesichert.

Bayesianische Kritik:

� N.-P.-Test kontrolliert die Fehler erster und zweiter Art. Dies suggeriert, eswerdedie Wahr-
scheinlichkeit, einen Fehler zu machen, kontrolliert.

� Kontrolliert werden aber nur die bedingten Wahrscheinlichkeiten.

� Die eigentlich interessierendeFehlerwahrscheinlichkeithÄangt stark vom Prior ab und ist in
jedem Fall ¸ ®. (Berechnung: Pr (Fehler) = Pr (H 0) ¢®+ Pr (H1) ¢¯ )

Evidenztheoretisc he Kritik:

� Bei ungenÄugenderFallzahl kann wegender Asymetrie der Fehler erster und zweiter Art eine
Hypotheseangenommenwerden,welchedie Daten dramatischunwahrscheinlichererscheinen
lÄasst, als die verworfeneGegenhypothese.

Kritik der Konditionalisten :

� Regeln,die sich an Verfahrenseigenschaften orientieren, kÄonnenirrefÄuhren, wenn zufÄallig eine
unwahrscheinliche, aber bzgl. ihres Informationswerts extreme Stichprobe beobachtet wird.
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12.2.2 Fisher-T est

Charakteristik:

� ÄUberprÄufung einer wissenschaftlichen Thoerie (Nullh ypothese)

� Daten mit Theorie vertrÄaglich?

� p-Wert: Wahrscheinlichkeit unter H 0 einen so extremen oder extremeren Testwert zu beob-
achten

� p-Wert als Argument gegendie Nullhypothese

12.3 Logik des statistisc hen Tests
� Beobachtet: Unterschied zwischen 2 Therapien A > B

� Ma¼:Wahrscheinlichkeit p, einensolchenUnterschied oder einennoch extremerenrein zufÄallig
(d.h. unter GÄultigk eit der Nullhypothese)zu beobachten.

� Statistischer Schluss: Falls p klein ist, ist entweder etwas sehr unwahrscheinlichespassiert
oder die Nullhypotheseist falsch. Je kleiner p, desto unplausibler ist es, dasses es sich um
einen Zufallsbefund handelt.

� Kon vention: p < 0:05 (\signi¯k ant") ! Verdacht auf Zufallsbefund kann verworfen werden

Konstruktion einesTests:

� WÄahle geeignetesDi®erenzma¼(Teststatistik)

� Bestimme deren Zufallsverteilung unter der Nullhypothese

� Legefest, was extrem hei¼ensoll (z.B. einseitig vs. zweiseitig)

� Mit beobachteten Wert Z der Teststatistik lesep-Wert an der Verteilung ab.

\Un terschied nicht signi¯k ant" hei¼t nic ht \es gibt keinen Unterschied" !

� Wenn Sie einen quantitativ relevanten Unterschied beobachten, wissen Sie nur, dass Ihre
Fallzahl nicht ausreicht, um bei der sich andeutendenE®ektgrÄo¼eeinen Zufallsbefund aus-
zuschlie¼en.

58



� Denken Sie quantitativ, geben Sie einen SchÄatzwert fÄur die Di®erenzmit einem Kon¯denz-
intervall an.

� Bestimmen Sie die nÄotige Fallzahl bzw. analysierenSie die statistische Power Ihrer Daten

\Un terschied signi¯k ant" hei¼t nic ht \es gibt einen relevantenUnterschied" !

� p-Wert sind kein Ma¼fÄur die E®ektgrÄo¼e,da sie stark von der Fallzahl abhÄangen.

� Bei gro¼enFallzahlen kÄonnen auch irrelevant kleine Unterschiede \signi¯k ant" sein.

12.4 Hyp othesenvergleic h im Lik eliho od-P aradigma

Law of Lik eliho od:
If hypothesisA implies that the probabilit y that a random variable X takesthe value x is pA (x),
while hypothesisB implies that the probabilit y is pB (x), then the observation X = x is evidence
supporting A over B if and only if pA (x) > pB (x), and the likelihood ratio, pA (x)=pB (x), measures
the strength of that evidence.

� Die relative Evidenz (Plausibilit Äat) von Punkthypothesen(# = #0) wird durch die Likelihoo-
dratio gemessen:

LR (#1 vs. #0) =
Pr (D j#1)
Pr (D j#0)

� LRs kÄonnen direkt interpretiert werden, als \das was die Daten relativ #0 und #1 sagen".

� Limitationen :

{ Likelihoodratios zwischen Mengenvon Paramtern (Hypothesen)sind nicht sinnvoll de-
¯nierbar.

{ Oft interessiert nur eine Komponente von # = (¸; Á). Á ist eine StÄorgrÄo¼e(\n uisance
paramter"). Es gibt verschiedeneHilfskonstruktionen um StÄorparameter zu eliminieren,
z.B. geschÄatzte Likelihood: ersetzeÁ durch den Maximum-LikelihoodschÄatzer Á̂ und
analysieredie Likelihood als Funktion von ¸ allein.

� Rechtfertigung des Lik eliho od Verfahrens : Methodisch stellt sich dennoch die Frage
nach den Verfahrenseigenschaften von Likelihood-Schlussweisen:Wie wahrscheinlich ist es
durch Likelihoodratios in die Irr e gefÄuhrt zu werden?

{ Satz: SeienHA und HB HypothesenÄuber die ZufallsgrÄo¼eX mit Wahrscheinlichkeits-
verteilung Pr A (x) und Pr B (x).
\F alls B wahr ist, ist esunwahrscheinlich starke Evidenz fÄur A zu beobachten."
Sei B wahr und k > 1, dann gilt:

Pr
µ

PrA (x)
PrB (x)

¸ k
¶

·
1
k

(missleading)

{ Satz von Robbins: Sei LR n die beobachtete Likelihoodratio nach n Beobachtungen
n = 1; : : : ; 1 . Dann gilt:

Pr (LR n ¸ k fÄur ein n ¸ 1) ·
1
k

; 8k ¸ 1 (weak)

Dies bedeutet, dassein Experimentator, der seineStudie solangefortf Äuhren will, bis ein
genehmesResultat herauskommt, schlechte Karten hat.

� Fehler im Lik eliho od-P aradigma: Bei Planung einer Studie im Likelihood-Paradigma
interessierenzwei Fehlerwahrscheinlichkeiten: gegebenzwei Hypothesen,einedavon seiwahr:
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{ Wahrscheinlichkeit M (k) starke Evidenz fÄur falsche Hypothesenzu beobachten. (immer

<
1
k

)

{ Wahrscheinlichkeit W (k) nur schwache relative Evidenz zu beobachten. (Fallzahlen!)

12.5 Hyp othesenvergleic h im Bayesianischen Paradigma

Bayesianerersetzendie Likelihoodratio durch den Bayes-Faktor (p osterior probabilit y ratio)

B F (#1 vs. #0) =
Pr (#1jD ; Prior )
Pr (#0jD ; Prior )

mit Daten D.
Damit sind auch Mengen von Hypothesenvergleichbar:

� Prior Pr (#) auf Parameterraum # 2 ­.
� Likelihoodfunktion: Pr (D j#) (D Daten)
� Posterior:

Pr (#jD ; Prior ) =
Pr (D j#) ¢Pr (#)R

­ Pr (D j#0) ¢Pr (#0)d#0

� Posteriorwahrscheinlichkeit fÄur Mengevon Parametern ­ 1 ½ ­:

Pr (# 2 ­ 1jD ; Prior ) =
Z

­ 1

Pr (#jD ; Prior ) =

R
­ 1

Pr (D j#) ¢Pr (#)d#
R

­ Pr (D j#0) ¢Pr (#0)d#0

12.6 Ein°uss des Stic hprob enraums auf Evidenz
� Daten aus Zufallsexperiment kÄonnen irrefÄuhrend sein. Dagegenkann man sich im Einzelfall

nicht schÄutzen.
� Die Evidenz auseinemZufallsexperiment liegt aber geradein den zufÄallig erhaltenenDaten.
� Frequentisten behandelnerhalteneDaten als zufÄallig unter vielen auchmÄoglichenDatensÄatzen

im Stichprobenraum und basierenihre SchlÄusseauf verfahrenseigenschaften.
� Likelihoodiansund Bayesianerdagegengehenvon deneinmaligengegebenenkonkreten Daten

als Basis statistischer Evidenz aus.
� Eine wesentliche Kritik an frequentistischen Verfahren ist der Ein°uss des Stichprobenrau-

mes, d.h. auch mÄoglicher aber eben nicht realisierter Stichproben auf den Schluss aus gege-
benenDaten.

12.7 Problem der Beurteilung kum ulierender Daten
� Eine Versuchsreihevon n Beobachtungen sollte die Nullhypothesezum Niveauvon 5% ableh-

nen. Der durchgefÄuhrte Test lehnt die Nullhypothesejedoch nicht ab. Die Behauptung, das
auch keine ErhÄohung der Beobachtungsanzahl zu einer Ablehnung der Nullhypothse fÄuhrt,
soll im folgendennÄaher untersucht werden.

� Einfachster Fall: zieheBeobachtungen aus x i » N (0; 1), teste nach n1 Beobachtungen. Falls
noch nicht signi¯k ant, teste nach weiteren n2 Beobachtungen. Die Wahrscheinlichkeit die
Nullhypotheseabzulehnen,Pr (r ej (H 0)), wenn sie wahr ist, ist:

Pr (r ej (H0)) = Pr (r ejTest1 (H0)) + (1 ¡ Pr (r ejTest1 (H0)) ¢Pr (r ejTest2 (H0)j: r ejTest1 (H0))
| {z }

bedingte Power > 0

> Pr (r ejTest1 (H0))

60



� Testet man beideMale zum Signi¯kanzniveau ® = 0:05, dann wird der Fehler erster Art fÄur
die Gesamtstrategie in°ationiert . Daher gibt essogn.SequentialplÄane fÄur mehrfach Teststra-
tegien auf kumulierenden Daten. Man testet jeweils mit nominell niedrigeren ® < ®0, um
insgesamt den Fehler erster Art zu kontrollieren.

� Testet man immer wieder auf kumulierten Daten, so bekommt man mit Wahrscheinlichkeit
1 irgendwann einmal ein signi¯kantes Resultat, auch wenn die Nullhypothesewahr ist! Dies
folgt aus dem Satz des iterierten Logarithmus.

� Satz vom iterierten Logarithm us: SeienX 1; : : : ; X n identisch verteilt mit Varianz ¾2

und Erwartungswert ¹ . Dann gilt:

l im n !1 sup
P n

i =1 (X i ¡ ¹ )
p

2n¾2 ln ln n
= +1 fast Äuberall

l im n !1 inf
P n

i =1 (X i ¡ ¹ )
p

2n¾2 ln ln n
= ¡ 1 fast Äuberall

d.h. der kleinste Korridor, der im wesentlichen die Folgen
P

(X i ¡ ²X i ) entÄahlt, ist:

(¡
p

2n¾2 ln ln n; +
p

2n¾2 ln ln n); n = 1; 2; : : :

12.8 Grupp ensequentielle Designs
� Anzahl der Zwischenauswertungen vorher festgelegt

� nach jeder Auswertung: Entsheidung Äuber Fortf Äuhrung

� \ Signi¯kanzkorrektur": Einzeltests mit einem kleineren ®-Niveau; bei Endauswertung ist
Gesamt-® \v erbraucht"

12.9 Eviden tiale Irrelev anz des Stopp-Kriteriums

Sei X j = (X 1; : : : ; X j ) eine Folge von Zufallsvariablen mit gemeinsamerDichte f i (X j j#). Dies
entspricht dem Stand einer Studie nach jeweils j Beobachtungen. Beschreibe ¿j (X j ) die Wahr-
scheinlichkeit im j -ten Schritt die Studie abzubrechen.
Die Likelihood dafÄur, dassdie Studie nach n Schritten mit Ergebnis X n stoppt, ist:

f (n; X n j#) =
n ¡ 1Y

j =1

(1 ¡ ¿j (X j )) ¢¿n (X n )
| {z }

unabh Äangig von #

¢f n (X n j#)

Daher hÄangt relative E¯denz Äuber # nicht von ¿ ab!!

12.10 Statistisc he Evidenz
� Evidenz ist \das, was die Daten sagen".

� Eine Studie besteht aus N ¸ 1 (als identisch angenommen)Wiederholungen eines (mehr
oder weniger) bestimmten Zufallsexperiments.

� Die Daten sagenetwas Äuber die relative empirische Plausibilit Äat von statistischen Modellen,
welche den wiederholten Zufallsmechanismus beschreibt.

� mÄogliche Postulate:

{ Evidenz soll weitgehendallein auf den jeweiligen Daten beruhen (Empirisc h).

{ Evidenz soll weitestgehendvon Meinungenund Interpretationen unabhÄangigsein(Ob jektiv ).
Evidenz ist Interpretandum.
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{ Evidenz ist zeitlos und fÄur die allgemeinescienti¯c communit y (wissenschaftlic h).
� Evidenz ist unabhÄangig von mÄoglichen konkreten Entscheidungs-oder Handlungs-

szenarien,in welche die Studie eingebettet sein mag.
� Evidenz ist Grundlage von Entscheidungen, kann jedoch allein keine PrÄaferenz

bestimmen.

{ Evidenz kann frei und unabhÄangig akkumulieren (kum ulativ ). InsbesonderehÄangt die
Evidenz von Studiendaten und

� nicht von der Sampling-Strategie der Studie ab (sofern keine Einzeldaten selekti-
viert werden)

� nicht davon ab, wasauch hÄatte passierenkÄonnen,aber nicht passiert ist (d.h. nicht
vom Stichprobenraum)

� nicht davon ab, was der Studienleiter sich vor, wÄahrend oder nach dem Versuch
gedacht oder nicht gedacht hat

� nicht davon ab, ob jemand die akkumulierenden Daten angesehenhat oder nicht
(stopping rule )

� nicht davon ab, welche unabhÄangigen anderen Studien simultan parallel durch-
gefÄuhrt werden (Multiplizit Äat ).

{ Evidenz betri®t gleicherma¼enalle statistischen Modelle des studierten Zufallsmecha-
nismus (Mo dellneutral )

� Sie ist unabhÄangig davon, welchen Modell-Kontrast oder welche Hypothesender
Studienleiter zu studieren beabsichtigte oder nicht.

� Lik eliho odratio als Evidenzma¼:

{ Ein Evidenzma¼soll diesePostulate erfÄullen und zusÄatzlich als Verfahren die Gefahr
der Irref Äuhrung durch statistische Fehler kontrollieren.

{ Die Likelihoodratio erfÄullt dieseBedingungen.

{ Allerdings ist dieserEvidenzbegri®ziemlich abstrakt.

{ Im Nachgang zur Evidenz aus Daten entstehen immer Fragen der Interpr etation und
Entscheidung, die zusÄatzliche ErwÄagungenerfordern.

13 SchÄatzen in drei statistisc hen Paradigmata

13.1 Frequen tistisc he Kon¯denzin terv alle
� Gegeben:

{ Modellfamilie mit interessierendemParameter #

{ Stichprobe (Daten) x

{ SchÄatzer b#(x) fÄur # aus der Stichprobe

� Problemstellung:

{ b# ist eine Zufallsvariable

{ Beurteile die Genauigkeit der SchÄatzung

{ Ideal wÄare j b#(x) ¡ #j, aber # ist unbekannt . . .

� Ansatz:

{ Statt Genauigkeit der konkretenSchÄatzung b#(x), beschreibedie Genauigkeit desSchÄatzverfahrens
b#() bei wiederholter Anwednung.
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� Vorgehen: Berechne (als Stichprobenfuktion) ein zufÄalliges Intervall cCI (x) mit folgenden
Eigenschaften:

{ #̂(x) in cCI (x) per constrution (je AusfÄuhrung/Konstruktion) und

{ ÄUb erdec kungsw ahrsc heinlic hk eit Pr (# 2 cCI (X ))) ¸ 1 ¡ ® fÄur virtuelle Wiederho-
lungen desVersuchs X und alle relevanten #0.

� Bedeutung: 95%-Kon¯denzintervall

{ Bei wiederholter unabhÄangiger Anwendung des Konstruktionsverfahrens enthÄalt das
(zufÄallige) Kon¯denzin tervall in 95% aller FÄalle den \w ahren" Wert.

{ Im gegebenenFall liegt jeweils der wahre Wert im Intervall oder auch nicht ?!

{ WahrscheinlichkeitsaussagendarÄuber, ob der wahre Wert in einem gegebenenIntervall
liegt, kÄonnen nur Bayesianerformulieren . . .

13.2 Dualit Äat: Signi¯k anztests - Kon¯denzin terv alle (frequen tistisc h)

Gegegeben eine Familie von Modellen M (#) mit # 2 ­ und Daten x.

1. Sei ª( #) eine Familie # 2 ­ von Signi¯kanz-Tests zum Niveau ® der HypothesenH (#0) :
# = #0

ª( #)(x) =

(
1 : ablehnen
0 : beibehalten

Dann de¯niert CI (x) = f # 2 ­ jª( #)(x) = 0g eine 1 ¡ ® Kon¯denzmenge.
Beweis: Pr (# 2 CI (x)) = Pr (ª( #)(x) = 0) = 1 ¡ ®

2. Sei CI ein Verfahren zur Bestimmung von 1 ¡ ® Kon¯denzmengen, d.h. Pr (# 2 CI (x)) =
1 ¡ ®). Dann de¯niert

ª( #)(x) =

(
1 : falls # 62CI (x)
0 : falls # 2 CI (x)

eine Familie von Niveau ® Signi¯kanztests.

13.3 Lik eliho od Pr Äazisionsin terv alle
� Gegeben:

{ Modellfamilie mit interessierendemParameter #

{ Stichprobe (Daten) x

� Problemstellung:

{ FÄur welches b#(x) werden Daten am bestenbeschrieben?

{ Welche # sind plausible Werte gegeben die Daten?

� Maximum Likelihood SchÄatzer: siehe5.4 auf Seite 31

� Normierte Likelihoodfunktion:

R(#jx) =
L(#jx)

L ( b#jx)
· 1

� PrÄazisionsintervall (Menge = plausibler Modelle)

{ PI (x) = f #jR(#jx) ¸ r g

{ z.B.: r =
1
8

, r =
1
32

, . . .
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13.4 Bayesianische Credible In terv alls
� Gegeben:

{ Modellfamilie mit interessierendemParameter #

{ Stichprobe (Daten) x

� Problemstellung:

{ Bestimme Intervall (Menge) in dem mit vorgegebener (Bayes'scher) Wahrscheinlichkeit
1 ¡ ® der wahre Parameter # liegt.

� Bayes'schesLernen: (Formel siehe10.6.3 auf Seite 53)
Pr (#jx) beschreibt Bayes'sche Wahrscheinlichkeit der Modelle M (#) nach Beobachtung von
x. Ein 1 ¡ ® Credible Intervall ist ein Intervall Cr I (x) mit

Z

C r I (x )
Pr (#jx)d# = 1 ¡ ®

Sprechweise: \Mit 95% Bayes'scher Wahrscheinlichkeit liegt # 2 Cr I (x)." Achtung: nicht
frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegri®

13.5 Subgrupp enanalyse

13.5.1 Allgemeines

Bsp.: Bei randomisierten Therapievergleich ist keinerlei Unterschied zu beobachten. Nach Sub-
gruppenanalysenach Geburtsmonat ist bei einembest. Monat ein formal signi¯k anter Unterschied
zu beobachten, bei einem anderen Monat ist jedoch ein Trend in entgegengesetzteRichtung zu
beobachten.
) Multiplizit Äatsproblem
Innerhalb einer Studie werden mehrerestatistische Test durchgefÄuhrt:

� Wenn jeder dieser Tests eine geplante eigenstÄandige Fragestellung beantwortet, dann ist
alles in Ordnung. Dann ist es so, wie wenn man mehrere eigenstÄandige Studien auf einmal
durchgefÄuhrt hÄatten.

� Wenn aber dieseTestsdazu verwendet werden,um ungeplant nach signi¯k anten Ergebnissen
zu suchen, dann kann man schwer von mehreren eigenstÄandigen Studien sprechen. In so
einemFall mussdasSigni¯kanzniveauvon 5% fÄur die Gesamtstudie eingehaltenwerden.Die
p-Werte der einzelnendurchgefÄuhrten TestsmÄussendementsprechend adjustiert werden.

� Wahrscheinlichkeit bei n unabhÄangigenTest zum ® = 0:05 Niveau mindestenseinen signi¯-
kanten Subgruppene®ektzu bekommen ist:

Pr (mind. ein Test signi¯k ant ) = 1 ¡ (1 ¡ ®)n

13.5.2 Frequen tistisc her Umgang mit Multiplizit Äatsproblem
� Bonferroni-Adjustierung:

{ Ziel: Kontrolle der Wahrscheinlichkeit bei n Tests mindestenseinen Fehler 1. Art zu
begehen.

{ Pr (mind. ein Test signi¯k ant ) = 1 ¡ (1 ¡ ®)n

{ Einzeltests zum Niveau ®0 =
®
n

! kontrolliert Gesamtfehlerwahrscheinlichkeit

{ zunehmendÄuberkonservativ, wenn n gro¼.
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� Bonferroni-Holm-Adjustierung:

{ etwas weniger konservativesVerfahren

{ sortiere p1 < p2 < : : : pn

{ vergleiche p1 mit
®
n

, p2 mit
®

n ¡ 1
, . . . pn mit ®

{ breche ab, sobald einmal nicht signi¯k ant

13.5.3 Bayesianische Subgrupp en-Analyse { Fall disjunkter Subgrupp en
� struktureller Prior:

{ Subgruppen hinreichend Äahnlich um Zusammenfassungin einer Studie zu rechtfertigen.

{ Keine Subgruppe ausgezeichnet.

{ HeterogenitÄat der Subgruppene®ekteplausibel, aber in unklarer GrÄo¼enordnung

� (Rest sieheSkript HasencleverVE \SchÄatzen in drei Paradigmata", S. 23)

14 Fallzahlk alkulation bei klinisc hen Studien

14.1 Motiv ation

Warum Fallzahlplanung?

� zu kleine Studien:

{ decken selbst gro¼eUnterschiede kaum auf

{ bessereBehandlung wird evtl. nicht etabliert

� zu gro¼eStudien:

{ \v erbrauchen" mehr Patienten als nÄotig

{ machen auch irrelevant kleine E®ektesichtbar

14.2 Fallzahlplan ung

FÄur die Fallzahlplanung ist festzulegen:

� Mit welchem primÄaren Endpunkt soll der Erfolg einer Therapie gemessenwerden?

� Mit welchem statistischen Werkzeug(Test) wird er ausgewertet?

� Welcher Unterschied soll aufgedeckt werden?

� Mit welcher Varianz, die diesenUnterschied \v erwischt", mussgerechnet werden?

� Wie gro¼dÄurfen die Fehlerraten der statistischen Diagnostik sein?

� Welcher Anteil von Drop-outs wird erwartet?
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14.3 Plan ung: Endpunkt und Test

Der primÄare Endpunkt soll

� den zu beurteilenden medizinischen Sachverhalt adÄaquat und mit hohem Informationswert
abbilden

� gut reproduzierbar sein

� mÄoglichst einfach und bei allen Patienten zu erheben sein

Die statistische Methode soll

� auf die Fragestellung abgestimmt sein

� die Information aus dem Endpunkt gut ausnutzen

14.4 Plan ung: Therapieun tersc hied

Kl Äaren:

� Was ist der kleinste klinisch relevanteUnterschied?

� Welcher Unterschied wird realistisch erwartet?

� Falls \erwartet" < \relevant": Ist die Studie Äuberhaupt sinnvoll?

Quellen zur SchÄatzung desUnterschieds:

� Niveau desStandards aus Erfahrung

� Niveaudesexperimentellen Arms z.B. ausDaten einer Pilotstudie, ausTheorie (Modellrech-
nungen), oder E®ektgrÄo¼envergleichbarer Studien

14.5 Plan ung: Varianzsc hÄatzung

Informationsquellen zu VarianzschÄatzung:

� vorhandenerDatensatz

� Literatur (explizite Angabe oder detektivisch berechnen z.B. aus berichtetem P-Wert, Mit-
telwertsdi®erenzund Fallzahl)

� Vorversuch

� Berechnung aus einer mutma¼lichen Werteverteilung

� Simulation auf Grundlage einesModells Äuber das Zustandekommen der betrachteten GrÄo¼e

14.6 Plan ung: Statistisc he Fehlergr Äo¼en

ICH guidline E9 (Statistical Principles for Clinical Trials)

� Fehler erster Art: · 5%

� Fehler zweiter Art: 10%¡ 20%
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14.7 Plan ung: Drop-outs
� Drop-out-Rate bei routinemÄa¼igenNachkontrollen der Standardtherapie kann als Planungs-

grundlage dienen.

� ÄUberlegen:Wassind die mÄoglichen Ursachen fÄur Drop-out? Wie kann ihnen entgegengewirkt
werden?

� Die Zahl der rekrutierten Patienten wird so festgelegt,dassnach Abzug der angenommenen
Drop-out-Rate die angestrebteZahl auswertbarer FÄalle erreicht wird.

� Achtung: Informativ e Drop-outs verzerren die E®ekte. Das lÄasst sich nicht durch hÄohere
Fallzahlen korrigieren

14.8 Determinaten der Fallzahl

Fallzahl steigt mit

� kleinerem gewÄunschten Signi¯kanzniveau ®

� grÄo¼erergewÄunschter Power

� kleinerem aufzudeckendemUnterschied (annÄahernd quadratisch: halber Unterschied, vierfa-
che Fallzahl)

� grÄo¼ereVarianz desEndpunkts

� hÄohereDrop-out-Rate

Cave: Fallzahl sehr sensitiv gegenÄuber einigen Annahmen. DeswegenPoweranalyse:Wie Äandert
sich die Power bei geplanter Fallzahl und variierenden Planungsparametern?

14.9 Biometrie + Statistik

Biometrie: Anlegen einesMe¼werkzeugsan einen biologischen Sachverhalt

� prÄaziseFormulierung der klinischen Fragestellung

� PrÄufung mÄoglicher Designs,Designoptimierung

� FestlegungdesRegimesder Erhebung endpunktrelevanter Informationen und der Werkzeuge
dafÄur

� De¯nition desEndpunkts

� FestlegunggeeigneterProzeduren,welche die valide Erhebung desEndpunkts sichern

� Bescha®ungvon Informationen, welche die voraussichtliche Datenlagebeim Endpunkt erah-
nen lassen

� Statistik: Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

{ Festlegungder Auswertungsmethode

{ Zusammenstellungder quantitativ en Parameter zur Fallzahlberechnung

{ DurchfÄuhrung der Berechnung
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14.10 Frequen tistisc he Fallzahlplan ung
� Einfachster Fall: X i » N (#; ¾2), ¾2 sei bekannt

� EinseitigesTestproblem: H 0 : # · 0 gegenH1 : # > 0

� Stichprobe desUmfangs n

� TestgrÄo¼e:Z =
X n

¾
p

n » H 0 N (0; 1) (Bemerkung: eigentlich mÄusstevon X n noch # abgezo-

gen werden, da aber # ¼ 0 lt. H 0 ist, fehlt dies.)
) Lehne H0 ab, falls Z > z1¡ ®

� Planungsvorgaben: ¢: relevanter Unterschied, fÄur den Fehler zweiter Art kontrolliert, bzw.
die Power garantiert werden soll. 1 ¡ ¯ Powervorgabe.

� Verteilung der Teststatistik Z unter der konkreten Alternativ e H ¢ : X i » N (¢ ; ¾2), Z »

N
µ

¢
¾

p
n; 1

¶

� Powerbedingung:

1 ¡ ¯ = Pr (r ej (H0)jH¢ ) = Pr (Z > Z1¡ ®jH¢ ) = 1 ¡ ©
µ

Z1¡ ® ¡
¢
¾

p
n

¶
= ©

µ
¢
¾

p
n ¡ Z1¡ ®

¶

) Z1¡ ¯ := ©¡ 1(1 ¡ ¯ ) =
¢
¾

p
n ¡ Z1¡ ®

� erforderliche Fallzahl (Au° Äosenobiger Gleichung nach n):

n =
(z1¡ ® + z1¡ ¯ )2

µ
¢
¾

¶ 2

µ
¢
¾

¶
hei¼te®ektiver Unterschied (¢ in Einheiten der Standardabweichung)

� Falls man ¾nicht kennt, mussman

{ fÄur Planungszwecke ¾vorab abschÄatzen (\guestimate")

{ in der Formel statt der Normalverteilung die t-Verteilung verwenden

� ÄAhnliche (meist komplizierter Formeln) fÄur andereVariablen-Typen (z.B. binÄar) und Design-
Typen (z.B. zwei Gruppen-Vergleich)

� Parado x der Studienplan ung: Um eine Studie optimal planen zu kÄonnen, sollte man
besserihr Ergebnis kennen. . .

14.11 Fallzahlplan ung im Lik eliho odparadigma
� Einfachster Fall: X » µ; ¾2 ), ¾2 bekannt

� Hypothesenpaar:HA : # = #1 gegenHB : #2 = #1

� Stichprobe desUmfangs n, Beobachtung x

� Ma¼fÄur die Evidenz:

LR =
f (xj#1 + ±; ¾)

f (xj#1; ¾)
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� Wahrscheinlichkeit fÄur \ missleading evidence" fÄur HB , falls HA wahr ist:

M A (k) = Pr A (LR ¸ k)

� Wahrscheinlichkeit fÄur starke Evidenz fÄur die richtige Hypothese:

PrA

µ
LR ·

1
k

¶

� Wahrscheinlichkeit fÄur \weak evidence" (starke Evidenz fÄur keine der beiden Alternativ en):

WA (k) = Pr A

µ
1
k

· LR · k
¶

� WÄahle n so, dassdieseWahrscheinlichkeiten akzeptabel sind.

14.12 Fallzahlplan ung im Lik eliho odparadigma

Mittels der PrÄadiktiv en-Verteilung mÄoglicher Beobachtungen kann man nun z.B. bzgl. einesplau-
siblen Priors die prÄadiktive Wahrscheinlichkeit in AbhÄangigkeit von n dafÄur ausrechnen, dassman
nach Vorliegen der Daten die resultierende Posteriorverteilung Pr (# ¸ #0) ¸ 1 ¡ ® erfÄullt und
danach die Fallzahl auswÄahlen.
(Details zur Fallzahlplanungim Likelihood- und Bayes'schenParadigma sieheSkript Hasenclever
\F allzahlkalkulation" S. 23 ®.)

15 Zeit-bis-zum-Ereignis Daten ( ÄUb erleb enszeitdaten)
� Zeit von einem de¯nierten Beginn bis zum Eintreten einesde¯nierten Ereignisses

{ Diagnosebis Tod

{ Diagnosebis Rezidiv

{ . . .

� Formal also eine positive metrische ZufallsgrÄo¼eT > 0

� Beschreibung durch invers-kumulierte Verteilungskurven (\ ÄUberlebenskurven"):
SeienX 1; : : : ; X n identisch verteilte Zufallsvariablen mit theoretischer Verteilungsfunktion

F (x) := Pr (X < x). Bezeichne bFn (x) :=
# f kjxk < xg

n
die empirische Verteilungsfunktion

zu einer Realisierungx1; : : : ; xn .

bSn (x) :=
# f kjxk ¸ xg

n
= 1 ¡ bFn (x)

bezeichnet man als invers-kumulierte Verteilungsfunktion.

� Bezeichne ¢ n = sup¡1 <x< + 1 j bFn (x) ¡ F (x)j = jj bFn ¡ F jj den Abstand in der Supremums-
norm.

� Nach dem Hauptsatz der math. Statistik gilt (Gliw enko, sieheauch 5.1 auf Seite 26):

Pr ( lim
n !1

(¢ n ) = 0) = 1

Anders gesagt:Zu vorgegebener Genauigkeit ² und angestrebterKon¯genz 1 ¡ ± gibt esein
n0, so dassPr (supn ¸ n 0

· ²) ¸ 1 ¡ ±

69



� BeliebigeunabhÄangigeWiederholbarkeit vorausgesetzt,lÄasstsich F (x) bei hinreichendenRes-
sourcen (n gro¼)beliebig genaumit vorgegebener Sicherheit bestimmen.

� Satz von Kolmogorov (sieheauch 5.1 auf Seite 26):

lim
n !1

Pr (
p

n¢ n · y) =

(
K (y) =

P + 1
k= ¡1 (¡ 1)k exp¡ 2k 2 y2

; y > 0
0; y · 0

K (y) 2 [0;1] und ist tabelliert. Im Hauptsatz suche y zu 1¡ ± mit K (y) = 1¡ ± und bestimme

dann n0 so, dass
y

p
n

· ² fÄur alle n ¸ n0.

� Problem: zensierteDaten

{ nicht bei allen Patienten wird das Ereignis beobachtet

{ gegeben nur :
� Zeit bis Ereignis oder bis zur letzten Beobachtung
� Status-Indikator: Ereignis eingetreten ja/nein

{ ÄUbersicht der Zensur-Typen
� T = t (regulÄare Beobachtung)
� T 2 (C; 1 ] (rechtszensiert, C Zeit der letzen Beobachtung)
� T 2 [0; C) (linkszensiert, C Zeit erster Beobachtung)
� T 2 (C1; C2) (intervallzensiert)

Im weiterenwerdennur Technikenzum Umgangmit rechts-zensiertenDaten (hÄau¯gstem
Zensurtyp) behandelt.

{ Kaplan-Meier SchÄatzer (siehe15.3 auf der nÄachstenSeite)

� Vorsicht: GÄangigeAuswertungstechniken nur fÄur nicht-informative Zensurmechanismen

� Grund fÄur das Ende der Beobachtung muss unabhÄangig vom Risiko fÄur das Ereignis sein
(unter allen Patienten die mind. bis zur gegebenenZeit ohne Ereignis beobachtet wurden).

� Beispiel fÄur informativ e Zensur: Ereignis=Tod.

� Vorsicht: Informativ e Zensurmechanismen

{ Methoden zum SchÄatzen von ÄUberlebenskurven setzen in der Regel voraus, dass der
Zensurmechanismus unabhÄangig von dem Ereignis-Hazard ist.

{ D.h. zensierte Patienten unterscheiden sich bzgl. des interessierendenEreignisrisikos
nicht von weiterbeobachteten Patienten

{ Ist dieseBedingung verletzt, kÄonnen grobe Verzerrungenauftreten.

� Vorsicht: Kaplan Meier Kurv en werden zum Ende hin instabil! (z.B. Patient mit lÄangstem
Follow-up hat Ereignis ! Kurv e fÄallt auf 0

15.1 De¯nitionen

in vers kum ulierte Verteilungsfunktion: ( ÄUberlebendsfunktion) S(t) = 1¡ F (t) =
R1

t f (¿)d¿
Wahrscheinlichkeit, dassdas Ereignis bis t nicht aufgetreten ist.

kum ulierte Verteilungsfunktion: F (t) Wahrscheinlichkeit, dassdas Ereignis bis t aufgetreten
ist.

Verteilungsdic hte: f (t) = F (t)0 = (1 ¡ S(t)0) Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis bis zum
Zeitpunkt t auftritt.
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Hazardfunktion: (instante Ereignisrate, Ausfallrate) h(t) =
f (t)
S(t)

= ¡
d
dt

ln(S(t))

kum ulativ e Hazardfunktion: H (t) =
Rt

0 h(¿)d¿ = ¡ ln(S(t))

15.2 Hazardfunktion

Bedingte Ereignisrate:
Pr (t · T · t + ¢ tjT ¸ t)

¢ t
z.B. Sterberate zwischen 45: und 46: Geburtstag (¢ = 1 Jahr). Mit ¢ t ! erhÄalt man instantane
bedingte Ereignisrate = Hazardfunktion:

h(t) = lim
¢ t ! 0

Pr (t · T · t + ¢ tjT ¸ t)
¢ t

Falls fÄur S(t) =
R1

t f (¿)d¿ so ist fÄur kleine ¢ t

Pr (t · T · t + ¢ tjT ¸ t) ¼
f (t)¢ t

S(t)

) h(t) =
f (t)
S(t)

= ¡
d
dt

ln(S(t))

Daraus folgt umgekehrt:

S(t) = exp(¡
Z t

0
h(¿)d¿) =

tY

0

(1 ¡ h(¿)d¿)

sogenanntes Produktin tegral (="unendlic hesProdukt"). Heuristik :

tY

0

(1¡ h(¿)d¿) = exp(ln(
tY

0

(1¡ h(¿)d¿)))" = " exp(
Z t

0
ln(1¡ h(¿)d¿)) ¼ exp(¡

Z t

0
h(¿)d¿) = S(t)

(Kaplan-Meier-SchÄatzer ist Diskretisierung dieserProduktin tegral-Formel)

15.3 Kaplan Meier SchÄatzer
� Bei Vorliegen von Zensur kÄonnen ÄUberlebenskurven nicht mehr durch einfache HÄau¯gkeiten

geschÄatzt werden.

� Idee: Um bis zum Zeitpunkt t zu Äuberleben, muss ein Patient alle Zeitpunkte vorher, an
denejemand gestorben ist, Äuberleben.

� Bedingte Wahrscheinlichkeit: Pr (T > t j jT ¸ t j ) ¼
# t j Äuberlebt

#bis t j beobachtet
� Kaplan Meier SchÄatzer = product limit estimator

� Aus den Daten bestimme die distinkten Ereigniszeitpunkte: t1 < t2 < : : : < tk Sei dj =
#Ereignisse zu t j , nj = # Patienten, die zum Zeitpunkt t j unter Risiko stehen

Ŝ(t) =
Y

t j <t

cPr (T > t j jT ¸ t j ) =
Y

t j <t

µ
nj ¡ dj

nj

¶
=

Y

t j <t

µ
1 ¡

dj

nj

¶

(Produkt Äuber alle j mit t j · t)
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� SelbstkonsinstenzdesKaplan Meier SchÄatzers:
SeiE (t) = #P atienten, die mind. bis Zeitpunkt t beobachtet wurden und bei denenbis zum
Zeitpunkt t kein Ereignis beobachtet wurde. Falls keine Zensur auftritt, so ist

bS(t) =
E[t]
n

der natÄurliche SchÄatzer fÄur die invers kummulierte Verteilungsfunktion. Wenn ein Patient
zum Zeitpunkt t0 nicht-informativ zensiert wurde, gilt fÄur t > t0:

Pr (T > tjT > t0) =
S(t)
Si (t)

Also sollte ein vernÄunftiger SchÄatzer folgende(rekursive) Gleichung erfÄullen:

bS(t) =

E[t] +
P

Patien ten zensiert in t i

bS(t)
bS(t0)

n

Man kann zeigen,dassdasdieseSelbstkonsistenzbedingunggenauden product limit estima-
tor charakterisiert.

15.4 Green wood-Formel fÄur Standardfehler

Der Kaplan Meier SchÄatzer liefert asymptotisch konsistent SchÄatzwerte bS(t) fÄur die zugrundelie-
gende\w ahre" ÄUberlebendswahrscheinlichkeit S(t). bS(t) ist asymptotisch normalverteilt um S(t)
mit Standardfehler:

se( bS(t)) = bS(t) ¢

vu
u
t

X

t j <t

dj

nj (nj ¡ dj )

95% Kon¯denzin tervall: bS(t) § 1:96 ¢se( bS(t)). Wenn S ein Plateau entwickelt, so wird bS(t) mit
fallendem n j zunehmendungenauer.

15.5 ±-Metho de

Gegeben SchÄatzer p̂1; : : : ; p̂k , der asymptotisch normal verteilt ist, mit E[p̂i ] = pi und bekannter
Kovarianzmatrix cov(p̂i ; p̂j ). Sei g eine di®erenizierbareFunktion von k Variablen.
Problem: Bestimme Verteilung, Erwartungswert und Varianz von g(p̂1; : : : ; p̂k )
Satz:

1. g(p̂1; : : : ; p̂k ) ist asymptotisch normal verteilt

2. E[g(p̂1; : : : ; p̂k )] ¼ g(p1; : : : ; pk ) (n gro¼)[sollte das nicht k hei¼en???]

3. Var (g(p̂1; : : : ; p̂k )) ¼
P k

i =1

P k
j =1

@g
@pi

@g
@pj

cov(bpi ; bpj )

15.6 Green wood-Formel fÄur Varianz des Kaplan Meier SchÄatzers

Wende±-Methode auf Kaplan-Meier-SchÄatzer an:

Ŝ(t) = p̂1 ¢: : : ¢p̂k

Die SchÄatzer der bedingten Wahrscheinlichkeit p̂j =
nj ¡ dj

nj
sind unabhÄangig mit Var (p̂j ) =

p̂j (1 ¡ p̂j

nj
.

@̂S
@̂pj

=
p̂1 ¢: : : ¢p̂k

p̂j
=

Ŝ(t)
p̂j
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Var(Ŝ(t)) =
kX

i =1

kX

j =1

Ŝ(t)2

p̂i p̂j
cov(bpi ; bpj )

| {z }
±-Metho de

= Ŝ(t)2
kX

i =1

Var(p̂i )
p̂2

i
= Ŝ(t)2

kX

i =1

p̂i (1 ¡ p̂i )
ni p̂2

i
= Ŝ(t)2

kX

i =1

di

ni (ni ¡ di )

15.7 Beschreibung von Un tersc hieden

Um Unterschiedezwischen ÄUberlebendskurvendurch eineeindimensionaleGrÄo¼ezu quanti¯zieren,
bertachten wir einparametrige Familien von Transformationen der y-Achsebzw. der Zeitachse.
Durch Anwendung der Familie von Transformationen auf eine Basiskurve, entstehen Kurv enscha-
ren, die einen bestimmten Typ von Unterschied darstellen.

1. Transformationen der y-Achse:Ã : [0;1] ! [0;1] monoton y 7! Ã# (y) und Ã0 = I d[0;1]

S# (t) = Ã# (S0(t))

(a) Proportional Hazard
S# (t) = S0(t)exp( # )

, so genannt wegenh# (t) = exp(#) ¢h0(t), R := exp(#) hei¼tauch \Relativ esRisiko"

(b) Proportional Odds

S# (t) =
# ¢S0(t)

1 ¡ (1 ¡ #) ¢S0(t)

, so genannt wegen
S# (t)

1 ¡ S# (t)
= #

S0(t)
1 ¡ S0(t)

2. Transformation der t-Achse:Ã# : [0;1 ) ! [0;1 ) monoton y 7! Ã# (y) und Ã0 = I d[0;1]

S# (t) = S0(Ã# (t))

(a) AcceleratedFailure Time Model

S# (t) = S0(# ¢t)

NatÄurlich kÄonnen Unterschiede auch durch ÄUberlagerungbeider Transformationsarten entstehen.
Proportional Hazard ist hÄau¯g approximativ angemessenbei ÄUberlebenskurven in der Onkolo-
gie. Bei Modulation der Geschwindigkeit einesProzessesist der Accelerated Failure Time Model
indiziert.

15.8 Un tersc hiede in Weibull-V erteilung

Die Weibull-Verteilungsfamilie ist invariant sowohl unter Proportional Hazard Transformationen,

weibull ¸;® (t)R = exp(¡ ¸t ®)R = exp(¡ (¸R )t®) = weibull ( ¸R ) ;®(t)

als auch unter AcceleratedFailure Time Transformationen

weibull ¸;® (° t) = exp(¡ ¸ (° t)®) = exp(¡ (¸° ®)t®) = weibull ( ¸° ® ) ;®(t):

15.9 Lik eliho odfunktion fÄur zensierte Daten

Parametrische Modelle mit wenigen Parametern wie z.B. eine Weibull-Verteilung kann man an
ÄUberlebensdatendurch Maximum Likelihood SchÄatzung der Parameter anpassen.
Dazu mussman zensierteDaten geeignetin der Likelihood Funktion berÄucksichtigen:
Daten: (t i ; ±i ); i = 1; : : : ; n mit

±i =

(
1 : Ereignis beobachtet
0 : Beobachtungen zensiert
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Idee: Modelliere den Zensurprozessdurch eine bivariate, teilweise latente Verteilung: (T; C) »
Dichte h(t; c)dtdc (zweidimensional) mit T := \w ahrer", evtl. unbeobachtbarer Ereignispunkt

und C := \w ahrer", evtl. unbeobachtbarer Zensurzeitpunkt.
Also:

±i =

(
1; t i · ci (ci unbeobachtet)
0; t i > ci (t i unbeobachtet)

FÄur die Likelihoodfunktion sind:

Pr D ichte(t; 0) = S(t) ¢g(t)dt

Pr D ichte(t; 1) = f (t) ¢G(t)dt

Likelihoodfunktion ÄUberlebenszeitenmit zensiertenDaten:

L =
nY

i =1

Pr D ichte(t i ; ±i ) =
nY

i =1

[f (t i ) ¢G(t i )]±i

| {z }
E r eig nisse

[g(t i ) ¢S(t i )]1¡ ±i

| {z }
Z ensier ung en

Parametrische SchÄatzer erhÄalt man durch Maximierung der Likelihoodfunktion Äuber einegeeignete
Familie von inversenVerteilungsfunktionen S# .

1. zweiparametrige Weibull-Verteilung: schÄatze ^̧; ®̂

2. Familie \stetiger Funktionen mit n Sprungstellen"

) Kaplan-Meier-SchÄatzer als 2n-parametriger ML-SchÄatzer.

15.10 Vergleic h von ÄUb erleb enskurv en

Klassevon Testverfahren zum Vergleich von zwei ÄUberlebenskurven:
Nullhypothese:H0 : S1(t) = S2(t) gegenAlternativ e: H A : S1(t) 6= S2(t)
Seient1 < : : : < tk die beobachteten distinkten Ereigniszeitpunkte. Zum Zeitpunkt t i werden im
j -ten Arm an den n ij Patienten unter Risiko dij Ereignissebeobachtet. Sei di = di 1 + d12 und
ni = ni 1 + n12.
Unter der Nullhypothsesollte die Wahrscheinlichkeit, dassein Patient mit Ereignis in t i zum Arm
1 gehÄort, proportional zum Anteil

ni 1

ni
sein.

Die Teststatistik

Z1 :=
kX

i =1

wi (Daten[t j < t i ])
µ

di 1 ¡
ni 1

ni
di

¶

misst daher die Abweichung von der Erwartung unter der Nullhypothese.
wi ist ein geeignetzu wÄahlendesGewicht, welcheseventuell von den Daten abhÄangenkann.
Unter der Nullhypothesehat die Teststatistik Z i den Erwartungswert 0.
Konditional auf n i 1; ni und di ist di 1 unter der Nullhypothese verteilt nach di 1 » B in (di ; n i 1

n i
)

mit Var (di 1) =
ni 1

ni
¢

µ
1 ¡

ni 1

ni

¶
Als Linearkombination von binomial-verteilten GrÄo¼enist Z

asymptotisch normalverteilt mit approximativ er Varianz:

Var (Z 1) ¼ Var

Ã
X

i

wi

µ
di 1 ¡

ni 1

ni
di

¶ !

=
X

i

w2
i Var

µ
di 1 ¡

ni 1

ni
di

¶
=

X

i

w2
i Var(di 1) =

X

i

w2
i

ni 1

ni
¢
µ

1 ¡
ni 1

ni

¶

Die Approximation kann man zur BerÄucksichtigung von sogenannten \ties" (di > 1) noch verbes-

sern Var(Z i ) ¼
P

i w2
i

ni 1

i
¢
µ

1 ¡
ni 1

ni

¶ ·
ni ¡ di

ni ¡ 1

¸
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16 Regression

16.1 Allgemeine Regressionsprobleme

GegebeneDaten: (yi ; zi ); i = 1; : : : ; n mit y= Realisierungeiner zufÄalligen ZielgrÄo¼eY, deren Er-
wartungswert (und Varianz) von z abhÄangenkann und z= Vektor von Kovariaten, die als gegeben
angenommenwerden.
Allgemeines Modell: Y (z) » Verteilung(µ(z)), wobei die Paramter µ(z) der Verteilung von z
abhÄangenkÄonnen.
Ziel: Beschreibe den Ein°u¼ von z auf Y durch Wahl einer geeignetenVerteilungsfamilie und einen
Ansatz fÄur die systematische Komponente µ(z). Fragen:

� Welche der dokumentierten Ein°u¼faktoren sind relevant?

� Wie wirken die relevanten ggfs. zusammen?

� Wie gut lÄa¼tsich Y gegeben z vorhersagen?

16.2 Multiple lineare Regression

Y metrisch.
Modell: Y (z) » N (¹ 0 + ¯ T z; ¾2)
Verteilung: Normalverteilung
Die Kovariaten haben einen linearen Ein°u¼ auf den Erwartungswert ¹ (z) = ¹ 0 +

P
j ¯ j ¢zj

(linearer PrÄadikator); die Varianz wird als unabhÄangig von z angenommen.

16.3 Regression bei bin Äaren Daten

Y binÄar.
Modell: Y (z) » B ernoull i (g(®+ ¯ T z))
Verteilung: Bernoulli-Verteilung mit Wahrscheinlichkeit Pr (z) = g(®+ ¯ T z)
Der lineare PrÄadikator ®+ ¯ T z wird i.A. nicht auf [0;1] liegen.Daher musser durch einemonotone
Linkfunktion g : [¡1 ; + 1 ] ! [0;1] transformiert werden. Die Varianz p(z) ¢(1 ¡ p(z)) ist direkt
durch p(z) gegeben.
MÄogliche Linkfunktionen:

1. logistische Regression

g(x) =
exp(x)

1 + exp(x)
; g¡ 1(p) = ln

µ
p

1 ¡ p

¶
(Logodds)

2. Probit Regression
g(x) = ©(x); g¡ 1(p) = ©¡ 1(p)

3. KomplementÄare log-log Regression

g(x) = 1 ¡ exp(¡ exp(x)); g¡ 1(p) = ln(¡ ln(1 ¡ p))

16.4 Standardfehler von In teraktionstermen

Betrachte als einfachsten Fall zwei Zufallsvariablen mit gleicher Varianz X i » N (¹ i ; ¾2); i =
1; 2; : : : als Endpunkt eines randomisierten Therapievergleichs, Stichprobenumfang n. FÄur den
Standardfehler desSchÄatzers (¹̂ 1 ¡ ¹̂ 2) fÄur die Di®erenz(¹ 1 ¡ ¹ 2) der Erwartungswerte:

se(¹̂ 1 ¡ ¹̂ 2) =
p

2 ¢se(¹̂ i )
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(Di®erenzbildungverursacht alsoeinenFaktor
p

2 im Standardfehler.DasPatientenkollektiv werde
nun in zwei komplementÄare Subgruppen A und A aufgeteilt mit relativen Anteil q bzw. (1 ¡ q).
Frage: Unterscheiden sich die Therapie-Unterschiede zwischen den Subgruppen?

se2 (( ¹̂ 1 ¡ ¹̂ 2)jA ¡ (¹̂ 1 ¡ ¹̂ 2)jA ) =
2¾2

n

µ
1
q

+
1

1 ¡ q

¶

InteraktionsschÄatzung: weiterer Faktor > 2 fÄur se in AbhÄangigkeit von dem Anteil der kleineren
Untergruppe.
Falls GrÄo¼enordnung des Interaktionsterms » ursprÄungliche Di®erenz,dann nÄotige Fallzahl zur

SchÄatzung des Interaktionsterms: n0 =
µ

1
q

+
1

1 ¡ q

¶
n, wobei n die Fallzahl fÄur einfach Di®e-

renzschÄatzung ist. ! InteraktionsschÄatzer meist instabil.

16.5 COX-Regression
� Regressionauf ÄUberlebenszeiten

Y(z) » S[z](t)

� (Theoretische) ÄUberlebenskurve abhÄangig von Kovariatenkonstellation

� Wie kann man Ein°u¼ auf ÄUberlebenskurve spezi¯zieren?

1. vollparametrisch: z.B. modelliere Ein°u¼ der Kovariablen auf Parameter der Weibull-
verteilung

2. semi-parametrisch unter Annahme, dassUnterschiededemProportional Hazard Modell
genÄugen:

{ SchÄatze gemeinsameBasis-Hazardfunktion
{ beschreibe, wie Kovariaten die Basis-Hazardfunktion proportional beein°ussen.

� Notation: Daten (t j ; ±j ; zj ); j := 1; : : : ; n mit zj : Zeitdauer, ±j : Zensierungsstatus,zj Vektor
von Kovarianten

� Ansatz:
h(t; z)
| {z }

Hazardfunktion

= h0(t)
| {z }

Baseline Hazard

¢ exp(¯ T z)
| {z }

Linkfunktion (Linearer Pr Äadik ator)

S(tjz) = S0(t)exp (¯ T z) mit S0(t) = exp(¡
Rt

0 h0(¿)d¿)

� Hazardratios werde als konstant Äuber die Zeit angenommen.

� Patienten mit Kovariaten z0 und z1

h(tjz1)
h(tjz0)

=
h0(t) exp(¯ T z1)
h0(t) exp(¯ T z0)

= exp(¯ T (z1 ¡ z0))

� Bei einem Therapievergleich:

Therapieindikator: z =

(
0 Standardtherapie
1 experimentelle Therapie

exp(¯ ) =
h(tjexperimentelle Therapie)

h(tjStandardtherapie)
\relativ esRisiko"

¯ : \Loghazard Ratio" und S1(t) = S0(t)exp( ¯ )
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� Maximum-Likelihood-SchÄatzfunktion zur Anpassung eines COX -Modells an gegebene Da-
ten:
Zur numerischen Vereinfachung separiert man die SchÄatzung der Koe±zienten ¯ von der
SchÄatzung der BaselineHazardfunktion h0(t) mittels EinfÄuhrung einer partiellen Likelihood-
funktion:
Der Patient i mit Kovariate zi sterbe zur Zeit t. Betrachte die Wahrscheinlichkeit, dassgenau
dieserPatient i zu t stirbt, gegeben, dassgenauein Patient zu t stirbt:

Pr (Ti = tjd(t) = 1) =
h(tjzi )P

j 2 R ( i ) h(tjzj )
=

h0(t) exp(¯ T zi )P
j 2 R ( i ) h0(t) exp(¯ T zj )

=
exp(¯ T zi )P

j 2 R ( i ) exp(¯ T zj )

De¯niere die partielle Likelihoodfunktion:

L partiell (¯ ) =
DY

i =1

exp(¯ T zi )P
j 2 R ( i ) exp(¯ T zj )

wobei i Äuber alle Ereigniszeitpunkte lÄauft. Diesepartielle Likelihoodfunktion beschreibt ge-
rade, wie gut die ¯ erklÄaren,welchePartienten unter denen\at risk" dasEreignis bekommen.
Die SchÄatzung der Regressionskoe±zienten ¯ erfolgt durch die Maximierung der partiellen
Likelihoodfunktion.

� alternativ bekommt man diesenAnsatz auch als sogenannte Pro¯le-Lik elihood:
Volle Likelihood-Funktion:

L (¯ ; h0(t)) /
nY

i =1

h(t i jzi )±t S(t i jzi )1¡ ±t

L pro¯le (¯ ) = sup
h0 ( t ) j ¯

(L (¯ ; h0(t)))

(Supremum bzgl. Funktionen h0(t) aus einer Funktionenmengebei jeweils festem ¯ .) Setzt
man S0 als monoton fallende Treppenfunktion an mit Sprungstellengenauin den Ereignis-
zeitpunkten, so erhÄalt man:

L pro¯le (¯ ) / L partiell (¯ )

( ÄUbergangzur Pro¯le-Lik elihood ist ein Standardtrick zur Elimination von StÄorgrÄo¼en.)

� Der Vektor von Regressionskoe±zienten ¯ wird durch Maximierung der partiellen Likelihood
geschÄatzt: ^̄. Die allgemeinenSÄatze Äuber Maximum-Likelihood-SchÄatzer Äubertragen sich auf
die partielle Likelihood der COX-Regression.
Gegeben ^̄ kann man in einem zweiten Schritt die Baseline ÄUberlebensfunktion (fÄur z = 0)
schÄatzen:

Ŝ(t j0) =
Y

t j <t

Ã

1 ¡
±i exp( ^̄T zi )

P
j 2 R ( t i ) exp( ^̄T zi )

!

wobei R(t i ) die Menge der Patienten unter Risiko zum Zeitpunkt t i bezeichnet. Ŝ(t jz) =
Ŝ(t j0)exp( ^̄T z) liefert dann Modell-SchÄatzer fÄur die Untergruppe von Patienten mit Kovaria-
tenvektor z. (Diesesind im Vergleich zum Kaplan-Meier SchÄatzer der Baseline-ÄUberlebendskurve
alle Daten vermittels der Modellannahme\Prop ortional Hazard" eingehen.

17 Mo dellselektion

17.1 Mo dell-Selektions Problem
� Gegeben: Daten, die durch Modelle mit unterschiedlich vielen Parametern beschrieben wer-

den. z.B.: Regression:viele Kovariate
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� Aufgabe: WÄahle \ bestes" Modell

� Vorsicht: Over¯tting
Es ist trivial, dassman mit mehr Parametern die gegebenenDaten auch besserbeschreiben
kann. Modelle, geschÄatzt mit zu vielen Parametern, werden (obwohl im Trainings-Sample
besser)bei PrÄadiktion unabhÄangiger Daten schlechter als einfachere Modelle.

17.2 Frequen tistisc her Ansatz
� (nur bei geschachtelten Modellen): Serievon Anpassungstestz.B. Äuber Deviance (=Ab wei-

chung)

{ Step-up

{ Step-down

{ . . .

� Konzeptuelle Probleme

{ inkompatibel (sieheBsp.)

{ Fehler 1.Art nicht klar de¯niert, bei bedingten Serienvon Tests

{ keine explizite Kontrolle desOver¯tting

17.3 Deviance und ihre Verteilung
� De¯niere die DevianceeinesModellszu gegebenenDaten als¡ 2£ logLH (ML-SchÄatzer der Parameter)

� Modellvergleich Di®erenzin der Deviance(umskalierte Likelihood Ratio)

� Di®erenzvon Deviancesvon verschachtelten Modellen mit unterschiedlich vielen Parametern
sind i.d.R unter der Nullhypothese (d.h. H 0: zusÄatzliche Parameter Äuber°Äussig = 0) Â2-
verteilt.

� Esgilt: ¡ 2(logLH (modellp)¡ logLH (modellq)) » Â2(p¡ q); df =Di®erenzder Parameterzahlen=
p ¡ q

� Testet, ob Modell besserzu gegebenenDaten passt als anderes

17.4 Kompatibilit Äatsproblem

Angenommenman macht gleichzeitig zwei unabhÄangigeVersuche und betrachtet jeweils Modelle
mit 0 oder einem Parameter

� separat ) beide Parameter nicht \signi¯k ant" von 0 verschieden.

� simultan fÄur Gesamtexperiment ) Modell mit zwei Parametern besser,d.h. mindestensein
Parameter von 0 verschieden.

17.5 Ockham's Rasiermesser
� Wil liam of Ockham (1321): \Pluralitas non est ponenda - sine neccesitate!" (Vermeide

unnÄotige Kompliziertheit in Modellenbzw. nicht mehr Annahmen tre®enalsbenÄotigt werden
bzw. komplexeErkl Äarungen sind einfachen nicht ohne Notwendigkeit vorzuziehen)

� WÄahle das einfachste Modell, welchesmit den Daten, dem relevanten gesicherten Vorwissen
und der FragestellungvertrÄaglich ist.

� Problem: Finde \angemessen"quantitativ en Trade-o®zwischen Modellanpassungund Ein-
fachheit (=# Parameter).
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17.6 Ansatz im Lik eliho od Paradigma
� Problem: Likelihood mit mehr Parametern wird trivialerw eisebesserdurch Over¯tting

� Idee: Zieheden trivialerw eisezu erwartenden Gewinn an logLH pro zusÄatzlichen Parameter
von logLH ab.

� Ansatz Crossvalidierung: Simuliere unabhÄangige PrÄadiktion, um Over¯tting herauszurech-
nen.

{ Nehmeein Element herausund ¯tte Modell an n ¡ 1 Datenpunkte

{ Berechne Likelihood desherausgenommenenDatenpunkts bzgl. diesesModells

{ Berechne crossvalidierte Likelihood als Produkt

17.7 Ak aik e Informationskriterium (AIC)
� unabhÄangigePrÄadiktion

� Annahme: alle Modelle sind Approximationen

� Crossvalidierte logLH ¼ logLH ¡ q(q = # Parameter) (im Erwartungswert asymptotisch).

� Vorgehen:Vergleiche
AI C = ¡ 2logLH (Modell(q)) + 2q

� WÄahle Modell mit minimalem AI C.

� DiesesModell lÄasst bestePrÄadiktion zukÄunftiger Beobachtungenerwarten.

17.8 Bayesianischer Ansatz
� Annahme: wahresModell ist in der Familie der Modelle enthalten

� Falls einige Modelle gegeben, von deneneinesdas wahre ist, wÄahle hierarchischen Prior

{ Prior welchesModell

{ Prior Äuber Modellparameter gegeben Modell

� Entscheide Modellwahl aufgrund desPosterior-Bayes-Faktors

� Falls wenig Vorinformation:

B I C = ¡ 2logLH (Modell(q)) + q ¢ln(q) (Bayes'schesInformationskriterium)

� Di®erenzin B I C approximiert den Bayesfaktor zwischen Modellen.

� B I C favorisiert Modelle mit weniger Parametern

18 Mo delldiagnostik

18.1 Aufgab en

Hat man ein Modell an einenDatensatz angepasst,hat man nur dasbesteModell der betrachteten
Modellfamilie gefunden.
Es bleibt zu prÄufen, ob

� Der besteFit Äuberhaupt gut ist (Global¯t )

79



� Modellannahmen (z.B. Proportional Hazard) verletzt sind

� Wie die funktionale Form desEin°usses stetiger Kovariater richtig angesetztwurde.

� Ob esOutlier oder besondersein°u¼reiche Beobachtungengibt?

18.2 Global¯t

Der Global¯t wird typischerweisedurch die Analyse geeigneterResiduen beurteilt:

� Lineare Regression: r esi := yi ¡ ~yi mit ~yi = ¹ + ¯ T zi

� Logistische Regression: Verfahren zur multiv ariaten Analyse binÄar abhÄangiger Variablen;
p̂i ¡ ~pi mit p̂i HÄau¯gkeit in Subgruppe i und

~pi =
exp(®+ ¯ T zi )

1 + exp(®+ ¯ T zi )

der ModellschÄatzer fÄur i .

18.3 Cox-Snell Residuen
� Wenn T verteilt gemÄa¼ÄUberlebensfunktion S mit Dichte dS = f (T)dt, dann ist Y = S(T) »

U[0; 1] verteilt, da dY = dS = f (T)dT. (wird auch verwendet bei simulation positiver
Zufallsvariablen)

� HS (t) = ¡ ln(S(T)) ist Standard-Exponential verteilt, da dS = d(exp(¡ H s)) = j exp(¡ HS )0jdHs =
exp(¡ HS )dHS (kumulierte Hazardfunktion)

� FÄur die Standard-Exponentialv erteilung Sexp gilt:
Sexp (H ) = exp(¡ H ) und Hexp (H ) = ¡ ln(Sexp (H )) = H

� Sei Ŝcox (t j ^̄; z) die modellbasierte geschÄatzte ÄUberlebenskurve fÄur einen Patienten mit Ko-
variaten z zum Zeitpunkt t.

� Wenn keine zensierten Werte vorliegen, sollten bei guter Modellanpassungdie Residuen:
resj := ¡ ln(Ŝcox (t j j ^̄; zj )) mit j Äuber alle Patienten, standard-exponential verteilt sein.

� ÄUbereinstimmung mit einer theoretischen Verteilung kann allgemeinmittels einesQ-Q Plots
ÄuberprÄuft werden.
Dabei werden die Quantile der Werte der empirischen Verteilungsfunktion gegendie theore-
tischen Quantile zu denselben Werten aufgetragen.Die Punkte sollten nahe der Winkelhal-
bierendenliegen.

� Bei zensiertenDaten sollten die Residueneine zensierteStichprobe aus der Standardexpo-
nentialv erteilung ergeben.

� Die empirische Quantile fÄur den Q-Q-Plot mÄussendann Äuber z.B. Kaplan-Meier SchÄatzer
mit resj als Zeit geschÄatzt werden.

� \Daten" also (resj ; ±j ) mit j Äuber alle Patienten
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18.4 Diagnostik: Prop ortional Hazard Annahme

Zur ÄUberprÄufung der Proportional Hazard Annahme fÄur diskrete Gruppen:
Falls

S1(t) = S0(t)R , ln(S1(t)) = R ¢ln(S0(t)) , ln( ¡ ln(S1(t))) = ln(¡ ln(S0(t))) + ln(R)

Also plotte ln(¡ ln(Ŝi (t))) mit i= Äuber diskrete Gruppen gegent. Unter der Proportional Hazard
Annahme sollten Kurv en ungefÄahr den gleichen Abstand haben.
(Verwendeeinfach Kaplan-Meier oder ÄUberlebenskurven vermittels COX-Modell strati¯ziert nach
der Gruppenvariable. Strati¯k ation bedeutet, dassnach Gruppenvariable separat der Baseline
geschÄatzt wird, der Ein°uss der Kovariaten aber als quantitativ gleich angenommenwird.)

18.5 Martingal Residuum
� Bestimme die funktionale Form desEin°usseseiner stetigen Kovariate: linear, quadratisch,

logarithmisch, logistisch . . .

� De¯niere Martingal-Residuum mittels der Di®erenzvon Zensurindikator ±i und dem COX-
Snell Residuum resi :

M i := ±i ¡ resi

� Eigenschaft:

{ Beschreibe h(tjZ ¤; z) = h0(t) exp(¯ ¤T Z ¤) exp(f (z)) das wahre Modell.

{ Bezeichne z die interessierendestetige Kovariate, Z ¤ die andere Kovariaten und f (z)
die korrekte funktionale Form desEin°usse von z:

{ Dann gilt fÄur die Martingal-Residua desCOX-Modells mit Z ¤, aber ohne z:

E[M j jzj ] ¼ [f (zj ) ¡ a]b

mit Konstanten a, b, die insbesonderenicht von z abhÄangen.

18.6 Gl Äatten von Punkt wolk en
� Problem: Gegeben Punktwolke (mÄoglicherweisemit diversenAusrei¼ern)Wie kann man den

Zusammenhangdurch eine glatte Kurv e beschreiben?

� Idee: yi = g(x i ) + ² i ; i = 1; : : : ; n mit g() glatte Funktion und E(² i ) = 0 und konstanter Skala

� Ansatz: Da g() glatt, enthalten Nachbarpunkte von x i Information Äuber g(x i )

� Beschreibe Nachbarschaft durch Gewichtsfunktion w : R 7! R:

w(x) =

(
> 0 fÄur jxj < 1
= 0 fÄur jxj ¸ 1

w(¡ x) = w(x)

w(x) monoton fallend fÄur x ¸ 0

� Zu jedem x i bezeichne x ( r )
i den r -ten nÄachsten Nachbarwert. Durch Reskalierung

~wi (x) = w

Ã
x ¡ x i

jx i ¡ x ( r )
i j

!

erhalten wir zu jedem x i eine lokale Gewichtsfunktion ~wi .
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� Um einenWert fÄur g(x i ) zu gewinnen,rechne lokal gewichtete Regression(kleinste Quadrate)
mit einem Polynom vom Grad d (z.B. linear d = 1) mit Gewichten ~wi :

X

k

~wi (xk )(yk ¡ ( ^̄
0 + ^̄

1xk ))2 ! min

) (Initialer) SchÄatzer fÄur ĝ(x i ) = ^̄
0 + ^̄

1x i

� Restproblem: Robusti¯zierung gegenAusrei¼er

{ Idee: Wichte o®enbare Ausrei¼erherunter!

{ Residua:ei = yi ¡ ĝ(x i )

{ Bestimme: s := median(ei ) als typische ResiduumgrÄo¼e.

{ WÄahle weitere Gewichtsfunktion B , so dass

±i = B
³ ei

6s

´

quanti¯ziert, in wie weit der Punkt (x i :yi ) als Ausrei¼ererscheint.

� Iterativ esVerfahren:

1. Schritt: Lokal gewichtete Regression
X

k

±k ¢ ~wi (xk )( ^̄
0 + ^̄

1x i ) ! min

) Iterativ er SchÄatzer fÄur ĝ(x i ) = ^̄
0 + ^̄

1x i

2. Schritt: Update der Gewichte ±i zur Runterwichtung der Residuen

19 Wohin?

Standard-F ehler:

sei =

r
pi (1 ¡ pi )

n

sei;j =
q

se2
i + se2

j

Teil I I I

Biometrie 4 - Klinisc he Studien

20 Einf Äuhrung und ÄUb erblic k
� Plan ung einer klinisc hen Studie
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� Klinisc he Fragestellungen

{ Zuordnung zur Risiko, Diagnose,Therapie, Prognosenicht immer scharf

{ Bei Zulassungoder Etablierung von neuenEinzelinterventionen

{ Es gibt Kombinations-Fragestellungen
� Kombination mehrerer Interventionen
� Evtl. aus mehrerenBereichen (Diagnose/Therapiestrategien, Screeningstudien)

� Methoden der Evidenzsynthese
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{ kritische LektÄure

{ Metaanalyse/Metaregression

{ Priorb efragung

{ Evidenzbasierter Prior fÄur absolute und bedingte Raten

{ Modelle klinischer ZusammenhÄange:
� WahrscheinlichkeitsbÄaume
� funktionelle ZusammenhÄange
� komplexemathematische Modelle

� Studienimplementation und -durchfÄuhrung

{ ethische Probleme (Zumutbarkeit, Abbruch der Studie)

{ Logistik desDaten°usses

{ Qualit Äatsanforderungen

{ Regularien/AMG/GCP

{ Studiensekretariat/Mahnwesen/Studiendatenbank

� Fall-Kon troll-Studie : Vergleich von Patienten mit Krankheit und ohneKrankheit, norma-
lerweiseim VerhÄaltnis (2:1), dabei mÄussen/sollten die Patienten so gewÄahlt werden, dasssie
sich in mÄoglichst wenigenMerkmalen unterscheiden (Alter,Geschlecht, Wohnort . . . )

� Phasen der klinisc hen Pr Äufung von Arzneimitteln

� Diagnose-Studie : Hinsichtlich Erkrankung und TestergebniszerfÄallt die Population in vier
Teile (erste Aufspaltung: krank vs. nicht erkrankt, zweite Aufspaltung: Symptom vs. kein
Symptom)

Phase 1 (Studie): { Beantwortung pharmakologischer Fragestellungen
{ Ermittlung der optimalen Dosierung (! Dosis¯ndungsstudie), Maximal Tolerable

Dosis (MTD)

Phase 2 (Studie): { erster Nachweis von biologischer/therap eutischer Wirkung
{ Priorisierung von Therapien fÄur kontrollierte klinische Therapiestudien
{ ÄUberprÄufung der Machbarkeit bzgl. Toxizit Äat, Logistik
{ Endpunkte:

� akute Nebenwirkungen
� Parameter zur Ermittlung der TherapieadhÄarenz
� kurzfristig zu beobachtende Wirkungsparameter

Phase 3 (Studie): { Kontrollierte PrÄufung der Wirksamkeit gegenÄuber einesPlacebos
bzw. einer Standradtherapie

Phase 4 (Studie): { Untersuchung selteneroder Langzeitnebenwirkungen
{ Wechselwirkung mit anderenMedikamenten

� Parallelgrupp endesign
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� Cross-Ov er-Design

� Faktorielles Design

� T yp en formaler Fragestellungen

Di®erenzstudien: Aufdeckung einesrelevanten Unterschieds durch einen Test

ÄAquiv alenzstudien: Aussschlie¼endesVorhandenseinseinesrelevanten Unterschieds vor-
gegebener GrÄo¼edurch eine Test

Studien zur SchÄatzung eines E®ekts: hinreichend genauequantitativ e SchÄatzung eines
E®ektsmit Angabe einesKon¯denzin tervalls

85



� Studienergebnis

21 Onk ologie

reine Medizin

22 Ho dgkin-Lymphom

reine Medizin

23 Technik der Metaanalyse

23.1 De¯nition

Eine Metaanalyse ist ein umfassender,objektiver, quantitativer und systematischer Review der
bestenverfÄugbaren Evidenz zu einer spezi¯schen Fragestellung.

23.2 Vorgehen
� PrÄaziseFormulierung der Reviewfragestellungund detailliertes Projektprotok oll mit trans-

parenten Einschlusskriterien.

� ExtensiveLiter aturrecherchenach allen relevanten randomisiertenklinischenStudien (RCTs).

� Gra¯sche Darstellung als \F orest Plot" zur Beurteilung und Untersuchung der HeterogenitÄat
der Studienergebnisse.
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� StatistischesVerfahren (Test/SchÄatzung) fÄur Kombination der Studiendaten.

� Klinische Interpr etation mit SensitivitÄatsanalyseund BerÄucksichtigung von Nebenwirkungen
etc.

23.3 Bestimm ung des globalen Therapiee®ektes
� Gegeben k unabhÄangiger Studien zu derselben Fragestellung

� Endpunkte der Studien seiendieselben

� Sei µi der Therapiee®ektin Studie i

� Sei µ̂i der SchÄatzer desTherapiee®ektµi in Studie i und wi =
1

Var(µ̂i )
.

� µ̂i » N (µi ; w¡ 1
i ) fÄur i = 1; : : : ; k

� Dann gilt: µ̂i wi » N (µi wi ; wi )

� Fixed e®ect mo del:

{ SchÄatzer fÄur den globalen Therapiee®ekt

{ wird verwendet wenn Therapiee®ektequer Studie homogen sind.

{ konsistent mit Globaltest

{ strengeHomogenitÄatsannahmebei E®ekt unrealistisch

� Random e®ect mo del:

{ SchÄatzer fÄur den globalen Therapiee®ekt

{ wird verwendet wenn Therapiee®ektequer Studie heterogen sind.

{ inkonsistent mit Globaltest

{ formale BerÄucksichtigung von HeterogenitÄat

{ Annahme: \Studien normalverteilte Zufallsstichprobe mÄoglicher Studien" unrealistisch

� Individualdaten vs. PublikationsbasierteMetaanalyse

{ aus Publikationen sind die nÄotigen Daten oft schwer herauszulesen(CONSORT state-
ment)

{ Viel Aufwand Individualdaten zusammenzufÄuhren

{ Detailiertere Modellierung, Adjustierung und Subgruppenanalysenund bessereHete-
rogenitÄatsaufklÄarung werden mÄoglich

23.4 Comp eting risks
� \Zeit bis Ereignis"-Daten mit einem (oder mehreren) kokurrierenden Ereignissen.

� Eintritt deskonkurrierenden Ereignissesverhindert die weitere Beobachtung bzgl. desinter-
essierendenEreignisses.

� Daten: (t i ; si ); i = 1; : : : ; n

{ t i > 0 Zeit bis Ereignis oder letzte Beobachtung

si =

8
><

>:

0 falls zensiert bei t i

1 falls E1 = t i , Ereignis E1 bei t i

2 falls E2 = t i , Ereignis E2 bei t i
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{ (E1; E2) > 0 latente bivariate Verteilung

� Beobachtbar ist nur F = min (E1; E2)

� Analyse von F erfolgt mit Standard-Methoden

� Problem:

{ BeschreibendeSituation mit konkurrierenden Ereignissen

{ Analysiere den Beitrag der ereignisspezi¯schen Hazards

� Naiver partieller Kaplan Meier Ansatz:

{ Kaplan-Meier SchÄatzer zur Beschreibung der Zeit bis zu dem interessierendenEreignis

{ Behandle Beobachtungen eineskonkurrierenden Ereignossesgenauwie eine Zensur

{ Kritik: Partieller Kaplan-Meier SchÄatzer hat keine direkt empirische Bedeutung als
SchÄatzer fÄur eine Verteilungsfunktion

� Pro und Contra:

{ Cumulative Incidence:
� beschreibt, was beobachtbar ist
� vollstÄandig empirisch
� additiv e Zerlegungder ÄUberlebensfunktion S(t) = 1 ¡ Cl1(t) ¡ Cl2(t)
� Bzgl. Analyse problematisch, da Risiken vermischt: Cl1(t) hÄangt vom Hazard des

anderenEreignissesh2(t) ab

{ Partiel ler Kaplan Meier:
� hÄangt vom ereignis-spezi¯schen Hazard ab
� additiv eZerlegungder Hazardfunktion und dahermuliplik ativeZerlegungder ÄUberlebensfunktion
� passt zu cause-speci¯c proportional hazard modelling
� gut geeignetfÄur Diskussionvon SzenarienwÄahrend Studienplanung
� ABER: blo¼eVeranschaulichung der causespeci¯c hazards

{ Conditional probability:
� hat den gleichen \°a vor" wie partial KP
� erfordert fÄur Wahrscheinlichkeitsinterpretation keine Zusatzannahmen
� Aber ist weiterhin - wenn auch weniger als Cl - abhÄangig von dem Hazard des

anderenEreignisses.
� Schaltet nicht anderenHazard aus,sondernkonditioniert auf taktischen Anteil der

\ ÄUberlebenden"
� Eignet sich daher weniger fÄur Versuchplanungsszenarien

24 E®ectiv e-Dose-Mo del

spezi¯sche Rechnungenetc. zu Chemotherapie (Therapiee±zienz, e®ektiveDosis, Heilungsrate)

25 Dynamisc he Mo dellierung der Gran ulop oese (Blutmo-
dell)

hauptsÄachlich Medizin
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26 Dosis¯ndungsstudien

26.1 Ziel
� Erstanwendung beim Menschen

� Bestimmung einer maximal tolerablen Dosis fÄur weitere Phase2 & 3 Studien

� Bestimmung desToxizit Äatspro¯ls

� Bestimmung pharmakokinetischer Parameter

� SekundÄar: erste Wirksamkeitsergebnisse

26.2 Maximal Tolerable Dosis (MTD)

Dosis, bei der eine im Vorfeld spezi¯zierte Art der Toxizit Äat nur bei einem vorgegeben tolerablen
Anteil der Patient vorkommt.
(Mit statistischen Methoden kann man nur Wahrscheinlichkeit fÄur Toxizit Äat kontrollieren { nicht
Toxizit ÄatsereignisseÄuberhaupt ausschlie¼en.)

26.3 Plan ung
� Anforderung: minimale Fallzahl bei maximaler Sicherheit

� Festlegungen:

{ Ein-/Ausschlusskriterien

{ Toxizit Äatskriterium

{ Erlaubter Anteil von Patienten mit Toxizit Äat

{ Startdosis

{ Dosisstufen

{ Dosisallokationsalgorithmus (z.B. 3er-Gruppen-Verfahren, Up- and Down-Design mit
festen Gruppen, parallele Rekrutierung, Continous Reassessment Method)

27 Bayes'sche Metho den in Klinisc hen Studien

27.1 Einleitung und ÄUb erblic k
� BayesianischeMethodenwerdenvon vielenStatistik ern nur eineRolle bei Phasen1/2 Studien

zugewiesen

� BayesianischesKonzept randomisierter Studien, argumentationslogische Interpretation

� Prior der Studiengruppe:

{ Bei zwei randomisierten Therapiestudien wurde der Prior der Studiengruppe bzgl. des
zu erwartenden Therapieunterschieds erhoben

{ Methodik, DurchfÄuhrbarkeit und Plausibilit Äat der Ergebnisse

� Das ethische Problem des\signi¯k anten Priors"

27.2 Bayes'sche Metho den in randomisierten Studien
� Hybridstudien: Bayes'sche Methoden in der Planung frequentistischer RCTs

� Baysianisc he RCTs: Planung, Monitoring und Analyse im Bayesianischen Paradigma
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27.3 Bayesianische RCTs
� Kritik: Frequentistische SequenzialplÄane sind epistemologisch problematisch aufgrund fol-

genderFragestellung:
Wiesowird die Evidenz ausDaten einerStudie durch . . . (siehenachfolgendePunkte) . . . geÄandert
???

{ Wahl der Stopping-Rule

{ Anzahl der Dateninspektionen

{ hypothetischesVerhalten der Studienleitung

{ mÄogliche, aber eben nicht realisierte Daten

! p-Werte sind kein adÄaquatesMa¼fÄur Evidenz!

� Kon tro verse:

{ \R CTs sind scheinbar objektive,konzeptuell undurchsichtige'Entscheidungsprozeduren'
ohne de¯nierte PrÄaferenfunktion . . . "

{ \Ba yesianische Analysen hÄangenab von subjektivenPrior { und sind daher unwissen-
schaftlich"

Intersubjektiv er Bayes:Evidenz ! Konsens in scienti¯c community

� Konsens durch RCTs

{ de¯nitiv es RCT fÄuhrt idealiter (idealer Weise?)zu Konsens bzgl. der Wertigkeit der
verglichenenTherapien

{ Plane Studie so,dassmÄoglichst ein rationaler evidenzbasierter Konsenshergestellt wird

{ angestrebterargumentativer Impact (Ein°uss?) ist planungsrelevant

� In tersub jektiv er Bayes { Idee: Die Daten einer RCT bilden ein Argument, welches
das Spektrum vertretbarer rationaler EinschÄatzungen der Therapiedi®erenzinnerhalb der
scienti¯c communit y homogenisiertwird.
Welche Prior kÄonnen plausibel und rational in der scienti¯c communit y vertreten werden?

{ Skeptischeraber erfahrungso®enerPrior: \Un wahrscheinlich, dasseseinen relevanten
Unterschied gibt, aber Studie sinnvoll "

{ Moderat enthusiastischerPrior: \Gute ChancefÄur einen relevanten Unterschied; trotz-
dem ist die Studie ethischgeradenoch vertretbar, um legitime Skeptikerzu Äuberzeugen"

28 Diagnostikstudien

28.1 SchÄatzung von Sensitivit Äat und Spezi¯t Äat
� Naiv:

{ nehmeKranke: bestimme Rate Test-negativ

{ nehmeGesunde:bestimme Rate Test-positiv

� Voraussetzung:

{ Referenzstandard(Goldstandard)

{ bestimmte klinische Situationen
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28.2 Phasen diagnostisc her Studien
� Phase 1: Unterscheiden sich Testresultate in Kranken und Gesunden?

� Phase 2: Haben Patienten mit positivem Testresultat eine hÄoherer Wahrscheinlichkeit, die
Erkrankung zu haben?

� Phase 3: Unterscheidet der Test Patienten mit und ohne die Zielerkrankung in Patienten
mit klinischem Verdacht auf die Erkrankung?

� Phase 4: Haben Patienten vom Einsatz desTestseinen klinischen Vorteil?

28.3 Biasquellen bei Diagnostikstudien
� Case-mix oder Spektrum oder Selektions Bias : SensivitÄat/Sp ezi¯t Äat kÄonnen abhÄangig

von Kovariaten sein (z.B.: Tumormarker und Tumorvolumen)

� Veri¯k ations (W ork-up)-Bias :

{ Goldstandard wird hauptsÄachlich an Patienten mit positivem Testergebniserhoben
(partiel le Veri¯kation )

{ Oder Surogat Gold-Standard in FÄallen mit negativem Testergebnis(di®erentielle Veri-
¯kation )

� Bias durc h unin terpretierbare Tests

� In ter-Observ er Variation:

{ oft klinische Urteile erforderlich

{ unterschiedliche SensitivitÄat

{ unterschiedliche Kompetenz

� Zeittrends : stÄandige technologische Verbesserungmachen Diagnostik-Studien mit Bildge-
beung schnell obsolet.

� Ein°u¼ klinisc her Faktoren auf Testin terpretation (Clinical Review Bias)

� Extremfall Review Bias : Testinterpretation in Kenntnis desGoldstandards

29 Technik en der Evidenzsyn these

29.1 Evidenzsyn these in der Studienplan ung
� GuestimatesfÄur wesentliche Parameter nebst ReprÄasentation der Unsicherheit als Bayes'sche

Verteilung

� Gleichungen fÄur Zusammenhangzwischen diesenParametern und gesuchten GrÄo¼en

� Simuliere aus Unsicherheitsverteilung und generiere mittels der Gleichungen eine Baye-
ses'sche Verteilung fÄur gesuchte GrÄo¼en.
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29.2 Entscheidungsanalyse
� Bestimme untere, plausibleund obere SchÄatzwerte fÄur alle Parameter

� Bestimme eine Beta-Verteilung (Bayes'scher Prior) mit

{ Mittelw ert = Guestimate und

{ Streuung so, dassunterer und oberer plausibler Wert innerhalb 95% CI.

� Simuliere Werte aus diesenVerteilungen und propagiere die Werte durch die Gleichungen,
um Unsicherheit der Heilungsraten zu beschreiben.

29.3 Response-Adapted Therap y (RA T)
� FÄuhrt eine Diagnostische Prozedur nach einer bestimmten Anzahl von BehandlungsblÄocken

ein

� um zu entscheiden, ob die Behandlung beendetoder fortgesetzt werden soll.

� Passeden Behandlungsumfangan die BedÄurfnisse der einzelnenPatienten an.

30 Genetisc h-epidemiologisc he Register-Studien (HNPCC)

hauptsÄachlich Medizin

31 Pr Äaventionsstudien und Surrogatendpunkt

31.1 Besondere Asp ekte bei Pr Äaventionsstudien
� wsentlicher Unterschied zu Studien im therapeutischen Bereich: Einsatz eines Medikaments

bei Gesunden

� geringe Inzidenz(auch in Hochrisiko-Kollektiv en) ) Hohe Fallzahl + lange Beobachtungs-
dauer

{ welche Population

{ welcher Endpunkt

{ Machbarkeit, Ressourcen

{ Drop-out-Problematik

� Sicherheitsaspekte (Nebenwirkungen)

31.2 Surrogat-Endpunkt
� Ein Surrogat-Endpunkt fÄur eine klinische Studie ist

{ ein Laborwert

{ ein biologischer Marker

{ ein histopathologischer oder klinischer Befund

der als Ersatz fÄur den klinisch relevantenEndpunkt benutzt wird.

� Surrogat-Endpunkt ist valide wenn:

{ hoheKorr elation zwischen Surrogat-Endpunkt und klinischen Endpunkt und
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{ Therapiee®ektauf den SurrogatendpunktÄubersetzt sich regelhaft in einenTherapiee®ekt
auf den klinisch relevantenEndpunkt

Korr elation allein ist nicht aussreichend!

� denkbarer Einsatz einesSurrogat-Endpunkts bei Phase2 Studien, Phase3 dann meist mit
klinisch relevaten Endpunkt!

32 Rechtlic he Rahmen bedin ungen
� W orld Medical Asso ciation mit Ziel:

{ Wahrung der UnabhÄangigkeit der ÄArzte

{ Arb eit entsprechend der hÄachsten Standards ethischen Verhaltens

{ Ratgeber fÄur Regierungen

� Deklaration von Helsinki des W elt Äarztebundes : Ethische GrundsÄatze fÄur die medizi-
nische Forschung am Menschen

{ Individuum > Gesellschaft

{ Recht auf Unversehrtheit, Risikobegrenzung

{ Informierte Zustimmung gefordert

{ Therapie > theoretischer Erkenntnisgewinn

{ Ethik wird Teil der Versuchsplanung

{ Etablierung von Ethik-Kommissionen

{ Mitv erantwortung der scienti¯c communit y

� Ethik-Kommission

{ Ethische Beratung/EinschrÄankung von klinischen Studien(i.d.R. Phase2/3 oder The-
rapieoptimierung)/F orschung an bzw. mit Menschen

{ Kontrolle ob Forderungender Deklaration von Helsinki erfÄullt

{ InterdisziplinÄare Zusammensetzung

{ ÄUberprÄufung der Antr Äage
� Formale Kriterien
� Schutz der Versuchspersonen
� Plausibilit Äat

� Go od Clinical Practice Standard fÄur Planung, DurchfÄuhrung, Monitoring, Auditing, Do-
kumentation, Auswertung und Berichterstattung von klinischen PrÄufungen,um sicherzustel-
len, dassdie Daten und die berichteten ErgebnisseglaubwÄurdig und korrekt sind und da¼
die Rechte und die Integrit Äat sowie die vertraulichkeit der Identit Äat der PrÄufungsteilnehmer
geschÄutzt werden.

33 Studienplan ung

33.1 Entwurf Pr Äufplan

(Synonym: Studienprotokoll)

� Fragestellung,Studiendesign
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� Haupt- (z.B. Survival) und Nebenzielkriterien (z.B. Toxizit Äat)
� Ein- und Ausschlusskriterien
� Randomisierungsverfahren
� TherapiedurchfÄuhrung, Begleittherapien
� Individuel ler Studienablauf - Untersuchungen und Untersuchungstermine
� Beurteilung desTherpieerfolges
� UnerwÄunschte und schwerwiegendeunerwÄunschte Ereignisse
� Fallzahl
� statistische Auswertungsverfahren
� Dokumentation
� Patienteninformation und -einwil ligung
� Verantwortlichkeit im Rahmen der Studie
� Qualit Äatskontrolle
� Patientenversicherung
� Publikationsmodus

33.2 Erstellung CRF

(CaseReport Form = PrÄufbogen,Synonyme: Erhebungsbogen,Dokumentationsbogen)
� Synonyme: Erhebungsbogen,Dokumentationsbogen
� Formulare zum Eintragen aller im Rahmen einer klinischen Studie erhobenenBefunde
� mussStudienprotokoll und Studiendatenbank abbilden

33.3 Studiendurc hf Äuhrung

Organisation
� PrÄuf-, Referenzzentren, Zentrallab er usw.
� Studienmonitoring/Audits
� Datenmanagement im biometrischen Zentrum oder Studiensekretariat
� SOPsfÄur studienspez. Arb eitsablÄaufe - working instructions
� Entscheidungskompetenzenund -strukturen festlegen

Randomisation
� Zentrale Randomisation im biometrischen Zentrum oder Studiensekretariat - telefonisch,

Internet

ÄUberwachung
� der Rekrutierung
� Protokoll-Compliance
� UnerwÄunschte und schwerwiegendeunerwÄunschte Ereignisse
� DatenqualitÄat, regelmÄa¼igeEingabe in Datenbank und Konsistenzchecks
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33.4 Studienausw ertung - Absc hlussb eric ht
� Bericht Äuber StudiendurchfÄuhrung

� Beschreibung der Patientenpopulation

� Analyse Drop-Outs in den Therapiearmen

� Auswertung der ZielgrÄo¼enach den im Protokoll erlÄauterten statistischen Methoden

� Wirksamkeitsanalyse,VertrÄaglichkeitsanalyse

� Explorativ e Datenanalyse: Darstellung besondersinteressanter PhÄanomene, in der Regel
Hypothesengenerieung

� Aussagekraft der Studie beurteilen

� Anlagen desBerichts: Tabellen und Listen (Rohdaten) und deskriptive statistische Auswer-
tung jedesEinzelmerkmales

Teil IV

Glossar
Bias: allgemeineVerzerrung, z.B. mittlere Abweichung desSchÄatzers

Odds: \Chancen"

Odds Ratios: \relativ e Chancen"

Inzidenz: Anzahl der NeuerkrankungenwÄahrend einer bestimmten Zeit

Pr Äavalenz: Anteil an Personenmit bestimmter Krankheit

Morbidit Äat: KrankheitshÄau¯gkeit bezogenauf best. Population

Mortalit Äat: Sterblichkeitsrate

Kausalit Äat: Beziehung zwischen Ursache und Wirkung

kohÄaren t: zusammenhÄangend

Surrogat: Ersatz (Surrogat-Marker (synonym: Surrogat-Parameter) sind ein Weg der Operatio-
nalisierung von ansonstenmeist nicht oder nur aufwÄandig messbarenDaten. Durch Beob-
achtung von Eigenschaften, die mit den eigentlich zu messendenDaten zusammenhÄangen,
aber messtechnisch leichter zu erfassensind, werden RÄuckschlÄusseauf die schwer messbaren
Daten gezogen.)

Symptom: DasSymptom ist einesubjektiv empfundeneBeschwerde,die Auswirkung einerKrank-
heit oder einer Verletzung.

Prior: . . .

Trade-o®: WechselseitigeAbhÄangigkeit

Adh Äarenz: Einhaltung der gemeinsamvon Patient und Arzt gesetztenTherapieziele.

RCT: randomized controlled trial
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