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Teil |
Biostatistik

1 Beschreib ende Statistik
1.1 Grundlagen

alle Beokachtungs-bzw. Versuchseinheitenbilden Grundgesamtheit
Stichproke ist Teilmengevon Beobadtungseinheiten aus Grundgesantheit
urspriinglich erfassteDaten = Urliste

Einteilung der Merkmale nach:

Art Skalierung Anzahl
qualitativ nominal/k ategoriell diskret
(nicht numerisd) (gleich , ungleich)

ordinal (geordnet kategoriell) | diskret
(grévaer, kleiner)
z.B. Schweregrad

quantitativ metrische Skala diskret
(numerisd) (kardinal Skala)
metrische Skala stetig

(kardinal Skala)

stetige Merkmale kénnen durch Gruppenbildung auf diskrete Merkmale reduziert werden.

1.2 zentrale Masszahlen

Mo dalw ert (Xmod): Merkmalsausprdgung, die am hAu gsten auftritt (bei mehrereneinfac alle
angelen). Wert mit max. Wahrsdeinlichkeitsdichte

Median: (

Xxna fir n ungerade
2

Xmed = .
1
i(x% + Xn41 )& n ungerade

untere Median:

1 . 1
Q(Fn; E) = minfx: Fy(X), ég

obere Median: 1 1
Q(Fn; E) = minfx:Fp(x) > 59

mittlere  Median: 1 1 1 1
Q(Fn; 5) = E(Q(Fn; é) + Q(Fn; 5))

arithmetisc he Mittel:

1 X 1 X X

n NiT L mE = gr
j=1 j=1 j=1

geometrisc he Mittel:
XD = (x1 6xp €21 0x,)m = (At ¢ad? ¢:::¢alr )n

X9 = exp’, y; := logx
(z.B. filv Preissteigerungen)



harmonisc hes Mittel:

Merkmalsauspigungfa;;i = 1;:::;mg
absolute HAuU gkeit: n; := n(a;) = #fs:xs = ag
relative HAU gkeit: r; := r(a) = %
unteres Quan til:
Q(Fn;a) = minfx :Fn(x), ag

oberes Quantil: B
Q(Fnh;a) = minfx:F,(xX) > ag

mittleres  Quan til: L
Q(Fn;a) = E(Q(Fn ;a) + G(Fn ;a))

a-Quan til: (

Ltk k= n ¢a - falls na ganzeZahl

X, =
2 Xy » K= minfj :j > n¢ag - falls na keine ganzeZahl

1.3 Streuungsmavse
Spannweite/V ariationsbreite: R = X() i X

Quartilabstand: Xsj X

N

Quan tildi®erenz: Xi; ai Xa; Mit a< 0:5

AusreiVser:

< . . _.
Xj < Xy 3(X4§ i x%) A
P> + ; = A
Xj > X1 3(x% i x%) DA
Ausrei¥ser: alternative De nition
Xj < Xij r(xi_ i x4;) DA
S + ; = A
Xj > Xz r(x% i x%) DA
z.B. mit r = 1.5

Boxplot Vorgehen:

Bestimmung der Quatrtile X1, X1, X3

Bestimmung der Ausrei¥ser

Reduzierungder Stichprobe um die Ausreivser

Bestimmung der Quartile X1, X1, X3 der reduzierten Stichprobe

a ks~ wbd e

Zeichnung desBoxplots



empirisc he Varianz (erw artungstreu):

1 X 1 X
: xi x)?= ——
nij 11,:1 n i=1

n(a)(g i X)°

empirisc he Varianz: Modi k ation der erwartungstreuen Varianz

2

1 X ni 1

% == (XjiX
n.
j=1

empirisc he Standardab weichung: p

Sy = S2

mittlere absolute Ab weichung von Xy

1 X .
Xj i X1) - % < s
j=1

Momen t der Ordn ung r bzgl. c: Verallgemeinerungdesarithmetischen Mittelw ertes

X
m© =S (0O

gewshnlic hes Momen t: m; := m;(0) ) m; = X,
zentrales Momen t: ', = m,(X)) 1,= %

Xt Urﬂ A -
1r = (i 1)rmrl+ (i 1)ri 1mrl+ J (i 1)rijmjmrlll
j=2

Schiefe (Skewness): besdireibt Asymetrie im Histogramm

8

2 vy > 0: rechtssaief/linkssteil
vy o= p% _ V1= 0: symmetrisch

" vy < 0: linkssdhief/rechtssteil

1

Exzess (Kurtosis): besdireibt Abweichung von Normalverteilung

8
L 2 v, > 0: spitzer als Normalverteilung (leptokurtisch, schmalgip®ig)
vy = 1—4 i 3> vy = 0: Ahnlich der Normalverteilung (normal)

* vy < 0: stumpfer als Normalverteilung (platykurtisch, sdhimalgip°ig)

2 Metho de der kleinsten Quadrate

2.1 Problem der Appro ximation
Stichprobe f (xi;yi); i = [1; n]g wird approximiert durch die Funktion:



2.2

Ghtekriterium der Funktion (Summe der quadratischen AbstAnde/Residuen):

ri=vyii f(xijaiia)
beste Anpassung/Approximation: y = f (x;aj;:::;ag) mit
minfQ(as;:::;ak) 1 a1;::;ag = Qay;:::;ag)

Die Bestimmung der Parameter mit Hilfe der Funktion Q hei%tMethode der kleinsten Qua-
drate.
lineare Anpassung
y=f(x;a;b):=ax+b
Mittelw ertmetho de:

1. Werte der Stichprobe werdenin zwei Klassengeteilt
2. Schwerpunkt (Mittelw ert) jeder Klassewird bestimmt
3. Geradewird durch diesebeiden Schwerpunkte gelegt

empirisc he Ko varianz: (zwischen x und y)

1 X
Sxy = : X i XYY
=1

Verallgemeinerungder Varianz: s2 = sy

empirisc her Korrelationsk oezxzien t/P earsonscher Korrelationsk o0e®.: (zwischen x
und y)
P P P
Sy _ . Ay A LI 0t 0} S S I

Mo = = = P b p p
Y ssy T AAyy N 1 x20 ( 02N 1 YR (s )2

(siehe auch S.40-42 Skript)

Zusatz zum Korrelationsk oexzien ten: rfy ¢100 gibt die Prozentder Variabilit & vony
an, die durch die Variable x erklart wird.

Ko etzien ten der besten linearen Anpassung vony bzgl. x, alsoder Art y = agx + Iy
sind de niert durch:

P n P n P n
ap = Sxy _ Axy N i XiYii ip X iz Vi
S>2< A X n i=1 nX-Zi ( in:l Xi)2
Ij(n 2 n . P n P n
b=, i Sﬂfn _ izt Xip = Yil g XiYi = Xi
= = I Pl
oS N MXPi (o Xi)?
beste lineare Anpassung vony bzgl. x:
Yi ¥n _ X i Xn
= rxy
Sy Sx

10



Ko etzien ten der besten linearen Anpassung vonXx bzgl.y, alsoder Art x = Agy+ Bg
sind de niert durch:

P P P,
A= Sy N g XiYii i Xi = i

0= 2 T ' 5. N >

Sy n i, nyﬁ) i ( i:]_PyI)
P n ZP n e n 7 n .
BO = Xn i sﬂy - i=1 Yi p i=1 Xii =1 XiVYi =1 Vi

f L
" N W20 (o )2

beste lineare Anpassung vonx bzgl.y (rx, & 0):

R s _ lsy
= —2 = 2(xj X
YiJn Sy (Xi Xn) Ixy Sx( | %n)
2.3 Dbeste empirisc he Anpassung
Es seien gegelen n Werte (X;i;y;);i = 1;:::;n zweier Merkmale x und y. Die entsprechende
MerkmalsausprAgung seiena;;i = 1;:::;k bzw. bj;j = 1;:::;1. Es gibt also | ¢k versdiedene

AusprAgungen.Absolute HAu gkeit: nij; = n(a;B) = #fs:(xs;ys) = (a;h)g
Die beste empirisc he Anpassung gp vony ist durch x

X

1
Qo(ai) = o Bnij =V,
ic:_
j=1
de niert. Es gilt weiter
X' ' H SV ﬂ,
Qw) = nglhi y? 1i =
i y

j=1
Der Wert y, hei%tbedingtes empirisc hes Mittel vony bzgl. x

(VO [

Der Koetzient (ar) % heivstallgemeines Bestimm theitsmaYa
y

2 .=
y(x) *

Sy . . . . .
(ar)yx = % hei%tallgemeiner multipler Korrelationsk oezzien t oder auch Korre-
lationsv erh Altnis . Es gilt (ar)y x) - jr«yi-

Dabei ist

- = (T v\2-
S.= " g1 MielVa i Y)%

2.4 Lineare Anpassung unter Anwendung von Di®eren tialrec hnung

Ansatzy = ax + b (linear):
Gesudt ist das globale Minimum der Funktion

X 2
Q(aih) = [yii (ax+ b)]
i=1
Zur Bestimmung der Extrema mussdie Gleichung

Qa(a0; ) = Qp(ao; ) = 0

geldst werden. Bei einem globalen Minim um muss weiterhin

Qaa(a0; ) Qun(ao; n) i Qab(ao; b0)2 > 0;Qaa(ag;p) > 0

11



2.5

2.6

fi ap und by erflllt sein.

X X X
a xti b Xj = Xi Vi
i=1 i=1 i=1
X x
a Xij bn= Vi
i=1 i=1

(Normalengleichungen)

Ansatzy = ax® + bx+ c (linear quadmatisch):
Gesudht ist das globale Minimum der Funktion

N
Q(a;b) = EYi i (ax?+ by + c)D2

Rest siehe olen!

X . X 5 X ) X
a xi+b xP+c xf= X{Yi
i=1 i=1 i=1 i=1
a x2+b xZ+c X=Xy
i=1 i=1 i=1 i=1
X ) X0 X
a xf+b xj+cn= Vi
i=1 i=1 i=1

(Normalengleichungen)

weiteres Vorgehensiehe S. 49

Metho de der kleinsten Quadrate fi Exp onential- und Potenzfunk-
tion

- P, £ %
y = Be&™ ) globalesMinimumvonQ(a;b) = ., Vyii (Be™)
(siehe S. 59)

mussbestimmt werden.

A i P n £ A 02 .
y = Bx” ) globalesMinimum von Q(a;b) = ,_; vii (Bx®) " mussbestimmt werden.
(siehe S. 59)

Meistensist eine L@sungder entstehendenGleichungennicht ohneweiteresmdglich ! New-
tonverfahren oder Intervallschachtelung

Rangk orrelationsk oetzien ten
Spearmansc he Korrelationsk oezzien t
{ Rang: xi = x(j3 ) Rj:=R(Xj) =]
{ Stichprobe besitzt Bindungen, sobald Werte mehrfach auftreten

{ modizierter Rang beiXx(j) < X(+1) = 111 = X(j+k) < X(j+ke1) -
Kk .
4(G+tw) . k+1
R = W=l =j+ s=1::k
Mi+s k 2

12



{ Kaorrelationskaetzient zwiscthen zwei ordinalen Merkmalen:

P n(n + 1)>2
) L RXDR(Y) i n(n *+ 1)° 2 )
vy = TrRx)fRy) = S 53 il n
- nin+ 12" " P n(n + 1)?
in=1 R(xi)? i —a in=1 R(yi)? i —a

{ bestehenkeine Bindungen:

P n 2
i1 (R(Xi) i R(yi))
n(n2j 1)

) =1i 6

{ misst linearen Zusammenhangzwischen den RAngenvon x und y
Kendallsc her Korrelationsk oezxzien t

{ Merkmale x und y ohne Bindungen
{ x-Werte ordnen, sodassx; = X
{ Pi=#f]>1:R(y;) > R(yi)g
{ Q:=#fj >i:R(y) < R(yi)g
{pP=" L P;Q= 1 Q
Pi 4 4P
(g = n(“li S =1 n(n?l) “nng D! !

n

W ahrscheinlic hk eitstheorie
Grundb egri®e

Die Wahrsdheinlichkeitstheorie hat als Gegenstandein mathematischesModell von zufalligen
Experimenten zu besdreiben und daraus Schidssefiér das Experiment zu ziehen.

Elemente einesVersudessind Ereignisse .
relativ e HAu gk eit r,(A) von A, absolute HAu gk eit n(A):

n(A)

rn(A) = .

Alle Ereignisse,die mit einem Experiment verbunden sind und die nicht ein eigertliches
Ereignis (auYserdas unmggliche Ereignis) nach sich ziehen, heisenElemen tarereignisse .
Eigenshaften von Elemenrtarereignissen:

1. Zwei beliebige Elemertarereignissesind unvereinbar
2. Die Summealler Elemertarereignisseist das sichere Ereignis

Das Tripel (- ; A;P) hei%tW ahrsc heinlic hk eitsraum .

{ - =11V 5;:::9{ - wird auch Ergebnismenge oder sicheres Ereignis genanrt (im
Gegensatzzu dem unm @dglic hen Ereignis ;), !;;i = 1;2;::: sind die Elemen tarer-
eignisse.

{ A: Mengenalgebra(weitere De nition sieheS. 76)
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3.2 Ereignisse
A: komplemertAres Ereignis zu A
A [ B: Summeder EreignisseA und B - Ereignis tritt ein, wenn A oder B eintreten
A\ B: Produkt der EreignisseA und B - Ereignis tritt ein, wenn A und B eintreten
AnB: Di®erenzvon A und B - Ereignis tritt ein, wenn A und B eintreten

A 1 B: A zient B nach sich - mit Eintreten desEreignissesA, tritt auch das Ereignis B ein

3.3 Eigenschaften von Wahrscheinlic hkeit
Monotonie: Ap B) P(A)- P(B)
Di®erenz von Wahrsdeinlichkeit: Ap B) P(BnA)=P(B)j P(A)
P(A[ B)= P(A)+ P(B)j P(A\ B)
Suladditivit At :
I:’([l Ai) - P(A})

P(A)=1j P(A;P(;)=0
¥end liche-Additivit At:

p3
P( A= P(A)AINAj=,5i6]
Stetigkeit filv beliebige Ereignisse:

lm P(Bn)=P(B) falls By T B2 1 Bs T :::; B =B

3.4 LaPlace-W ahrscheinlic hk eitsraum

Es sei (- ;P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, und esgelte
P(flgy=c= %;! 2 -

Dann handelt essich dabei um einen LaPlace-Wahrsdeinlicheitsraum. Sprich: Alle Elementarer-
eignissesind gleichwahrsdeinlich.

3.5 Urnenmo dell
Urne mit w wei%serKugeln und s schwarzen Kugeln, eswerdenk Kugeln zufallig ausgewéhlit

Auswahlohne Zurickleggen: hyp ergeometrisc he Verteilung
ivti ¢

P(X =j)= 15381 ;j . min(w;k)
k

Auswahlmit Zurécklegen (Lik elihood-Prinzip): spezielle Binomialv erteilung
in¢ S
Twl Skll
P(X=j)= -

14



3.6 bedingte Wahrscheinlic hkeit
A1\ AbA A, (Schreibweise)

Pe (A) = P(AB) = 5 52

3.7 totale Wahrscheinlic hkeit

Satz der totalen Wahrsdeinlichkeit ermdglicht hAu g eine einfache Berechnung komplexer Wahr-
scheinlichkeiten, indem man die Ergebnismenge- gesdickt in mehrere Félle zerlegt und diese
getrennt betrachtet.

x
P(B)=  P(A)P(BJA|)
n=1

S
mit A; paarweisedisjunkt und B p ilzl Aj

3.8 Formel von Bayes

Mit der Formel/Satz von Bayes kann man gewisserma¥sedie Reihenfolgeder Bedingungenum-
drehen. Statt A; unter der Bedingung B zu betrachten, beretinet man die Wahrsdeinlichkeit von
B jeweils bedingt auf die EreignisseA;.

P(Ai\ B) _ 5 P(BJA)P(AI)
P(B) " 11 P(A)P(BJA)

P(AijB) =

S
mit A; paarweisedisjunkt und B p ilzl A

3.9 Unabh Angigk eit von Ereignissen
Die EreignisseA und B heivzerunabhangig, wenn gilt:

P(A\ B) = P(A) ¢P(B)

P(Ai,\ 12V AL) = P(AL) i P(ALL)

4 Verteilungen von Zufallsgr gvsen

4.1 diskrete Verteilungsfunktionen

Eine ZufallsgrévseX mit einer endlichen oder abzihlar unendichen Ergebnismengemit positiver
Wabhrscheinlichkeit heivtdiskret .

Erwartungswert: 2
EX]=  xiP(X = Xi)
i=1

Varianz:

X
Var[X]= E[(X i EXD?]=E[(Xi *)’I= (xi })?P(X = xi)
i=1

15



4.1.1 Einpunktv erteilung

Einpunktverteilung +, der ZufallsgrévseX , d.h. esgilt P(X = a) = 1.
Erwartungswert: E[X] = a

Varianz: Var[X]= 0

4.1.2 Bernoulli-V erteilung/Zw eipunktv erteilung

(Def. Riedel): Zweipunktverteilung ®+, + ~#, der Zufallsgrév.eX , d.h. esgelten P(X = a) = ®,
PX=b=,0+ =1.

(Def. Steger): Zufallsvariable X mit - = f0; 1g und der Dichte

p,flv x=1

li p,flrx=0

Anwendung Versud wird einmal durchgeféhrt

P(X =x)="fx(x):=

Schreibweise ...
Erwartungswert: E[X] = ®a+ bbzw. E[X]=p
Varianz: Var[X]= ® (aj b)? bzw. Var[X]= p(li p)

4.1.3 Gleic hm Avsige Verteilung

Es gelten die Beziehungen

1
PX=1i)=—;i=1::;
( i) ; i n
Anwendung ...
Schreibweise Uq4[1; n]
n+1
Erwartungswert: E[X ] = 5
. n’; 1
Y, :Var[X]=
arianz: Var[X] 12

Bemerkung Dies ist die der Laplace-Wahrsdeinlichkeit zu Grunde liegendeDe nition

4.1.4 Geometrisc he Verteilung

Wenn ein einzelner Versud mit der Wahrsdeinlichkeit p gelingt, soist die Anzahl der Versude
bis zum Erfolg geometrisc h verteilt .

PX=i)=fx()=pai p)'it,flri2N
Anwendung z.B. Verfiigbarkeit einer Leitung bei Rechnernetzen
Schreibweise Ged(p)

Erwartungswert: E[X ] = % bzw. E[X]= =i 1

Tl

Varianz: Var[X] = M

p
Bemerkung Eine besonderecigenshaft der geometrishen Verteilung ist die sogn.GedAchtnislosigkeit
d.h. GedAdhtnislosigkeit: P(X , x+ tjX , x) = P(X , t). Mit anderen Worten: Ist be-
kannt, dasseine exponertialv erteilte Zufallsvariable X den Wert x Bbersdreitet, soist die
Wabhrsdeinlichkeit, dasssiex um mindestenst Bbersdreitet genauso grovavie die, dasseine
exponertialv erteilte Zufallsvariable (mit gleichem Parameter , ) den Wert t Bbersdreitet.
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4.1.5 Hyp ergeometrisc he Verteilung

Fir die Einzelwahrsdeinlichkeiten gilt
iwli ¢ ¢
P(X =)= Jigzié—j - min(w;k)
K

Anwendung Ziehen ohne Zuriicklegen

Schreibweise H geqw;s; k)
w
W+ s

Erwartungswert: E[X] = k

wks(ni k) _nj k

Varianz: Var[X]= i D ni 1kp(1i p)

. . W
Bemerkung Mit wachsendenUmfang n = w + s der Urne und bei konstantem Anteil o an
weivzerKugeln konvergiert die hypergeometristie Verteilung gegendie Binomialverteilung.

4.1.6 Binomial-V erteilung

Ist eine Zufallsvariable X = X1+ :::+ X, als Summevon n unabhéngigen Bernoulli-verteilten
Zufallsvariablen mit gleicher Erfolgswahrsceinlichkeit p de niert, dann hei¥tX binomialv erteilt
mit den Parametern n und p.

Hnﬂ
PX=x)=fx():= _ pd"”
Anwendung Ziehen mit Zuricklegen
Schreibweise Bin(n; p) oder b(x; n; p)
Erwartungswert: E[X] = np

Varianz: Var[X]= np(1i p)

Bemerkung Verteilung einer Zufallsvariable X » Bin(n; ’H) ndhert sich filk n ! 1 der

Poisson-Verteilung Po(, ) an. Die Binomialverteilung kann durch die Normalverteilung ap-
proximiert werden.

P(Ek);p1 + :::+ p« = 1. Es werden n unabhéngige Versude durchgefdhrt. Polynomial-
Verteilung: np + :::+ ng=n

n!
P(X1= Nyt Xe= M) = Pt gy

4.1.7 Negativ e Binomial-V erteilung

Es sei X die Anzahl der Misserfolgeim Bernoulli-Exp eriment bis sich genaur Erfolge ereignet
haben. Dann gilt (De nition Riedel):
H 1 no 1
r+kij l ir
Px=k= " ' p@ip= PG )

EsseiZ := X+ :::+ Xy, wobei jedesX; mit Parameter p geometrist (!) verteilt ist. Z bezeidhinet
somit die Anzahl der Versude bis zum n-ten erfolgreichen Experiment (einsclie¥lid). Dann gilt
(De nition Steger): m q

P(Z=2)="fz(2) = ;'I 1 p"(1i p)*i "

17



Anwendung ...

Schreibweise N bin(r; p) (Riedel)

Erwartungswert: E[X ] = rg bzw. E[X] = %

(1i2|0) bzw. Var[X] = niti p)
p

Varianz: Var[X]=r 02

4.1.8 Poisson-V erteilung

Die Poisson-\erteilung mit dem Parameter ,; , > 0 besitzt die Dichte:

B

i,
e“’ Cfiie i 2 No

P(X =1i)=1fx(i)=
Anwendung ...
Schreibweise Poi(, )
Erwartungswert: E[X] =,
Varianz: Var[X] =,
Bemerkung Poisson-\érteilung ist Grenzwert der Binomialverteilung (mit p = ’H), Poisson-
Verteilung kann durch Normalverteilung approximiert werden
Summe von Poisson-v erteilten Zufallsv ariablen: Sind X und Y unabhéngige Zufalls-
variablen mit X » Poi(,) und Y » Poi(*), danngilt Z := X + Y » Poi(, +1)
4.2 stetige Verteilungsfunktionen
Eine Zufallsgré¥seX hei¥atstetig, falls ihre Verteilungsfunktion die Gestalt hat

Z X
F((x) = f (u)du
il
wobeif , 0und Z,
f(udu=1
il
Erwartungswert: Z,
E[X]= t ¢f  (t)dt
il
Varianz: Z,
Var[X]= E[(X i E[X]?]= (ti EIX]?¢fx (t)dt
il
4.2.1 Gleic hverteilung
8
< 1 . .
* 0 sonst.
8
Z E OfilF x< a
Foy=  fdt= % fira. x- b
i 3 bj a ’
" 1flr x> b
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Anwendung ...
Schreibweise U(a;b)

a+b
Erwartungswert: E[X ] = —
(ai b)?

Varianz: Var[X] = 1

4.2.2 Normalv erteilung
1A Xit e
'2

A=

oo ok
0= P2
1/t 1t 2
F(x)= —p- i dt:= (1 3
(X)_ﬁ‘lil e L (ny

p2

Anwendung ...

Schreibweise N (3; %)

Erwartungswert: E[X] =1

Varianz: Var[X]= ¥

Eine normalverteilte Zufallsvariable X mit beliebigen Parametern kann mittels der Trans-

=1
formation Z = in einein eine standardnormalverteilte Variable Z @berfédhrt werden.

A

Lineare Transformation der Normalv erteilung : SeiX eine normalverteilte Zufallsva-
riable mit X » N (%; 3#). Dann gilt fév beliebigesa 2 RnfOg und b2 R, dassY = aX + b
normalverteilt ist mit Y » N (a + b;a?3%).

4.2.3 Exp onentialv erteilung

i X -
fx)= ¢e falls x , O;
0 sonst
Z X

F(x) = L teltdt=1; e %
0

Fiv x < 0 gilt selbstwerstandlich F(x) = 0.
Anwendung Modellierung von Wartezeiten

Schreibweise Exp(, )

1
Erwartungswert: E[X]= —

5

. 1
Varianz: Var[X]= —

B

Bemerkung kontin uierliches Analogon zur geometristien Verteilung ! GedAdhtnislosigkeit:
P(X, x+tjX, x)=P(X, t)

Skalierung exponentialv erteilter Variablen : SeiX eine exponertialv erteilte Zufallsva-
riable mit dem Parameter , . Fiy a > 0 ist die Zufallsvariable Y := aX wieder exponetial-

verteilt mit dem Parameter ’5.
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4.3 Erwartung diskreter Zufallsv ariablen
4.3.1 Eigenschaften der Erw artung

1. Erweiterung der Wahrsdeinlichkeit: E[l o] = P(A), wobei

1 falls A eintritt

la =
A 0 sonst
die Indikatorvariable desEreignissesA ist.

. Linearit&t: E[ay X1 + :1:+ anXn]= auE[X 1]+ i+ anE[Xn]

. Monotonie: X - Y ) E[X]- E[Y]
. Positivitdt: X , 0) E[X], O
. WennX , Ound E[X]= 0,sofolgt P(X =0)=1

N o g oA~ W N

. EsseiY = h(X) und esbesitzeY eine Erwartung, so folgt
R R
Eh(X)]=  hXx)P(X =xi)=  yiP(Y =V):
i=1 i=1
4.4 Momen te und Varianz diskreter Zufallsv ariablen
E[X "] das n-te Moment von X
E[jX "] das absoluteMoment von X
E[X | E[X]"] dasn-te zertrale Moment von X
P Var[X]: Standardabweichung

4.4.1 Eigenschaften der Varianz

- Var[X]= E[(X i E[X])?]

. Var[X]>0

. Var[X]= 0,gdw. P(X = ¢) = 1fir ein cgilt

. Homogenitat zweiter Ordnung: Var[aX] = a?Var[X]

. Translationsinvarianz: Var[X + c] = Var[X]

o U A W N P

45 Zentraler Grenzw ertsatz

Sei X 1;:::; X, eine Folge unabhangiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit E[X;] = * und
O< Var[Xj]< 1;i=1;:::;n. Dann ist die Zufallsvariable
P
Up = —biln: Q n*
ny2

asymptotisch standardnormalverteilt, alsoU, » N (0;1) filk n! 1 .
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4.6 Ungleic hung von Chebyshev/Tsc hebysche®

SeiX eine Zufallsvariable und t 2 R mit t > 0. Dann gilt

Var[X]

PriX i EXJ, D 5

oder Aquivalent dazu 0
Pr(jX i EX]), t Var[X]: )
Bedeutung: Die Varianz kann als Ma%der Streuung genommenwerden bzw. mit welcher Si-
cherheit die Werte einer Zufallsvariablen \nahe" beim Erwartungswert liegen.

4.7 Erzeugung von Zufallszahlen
Es seiF eine keliebige Verteilungsfunktion und esseiU » Uj.q;. Dann gilt Fi (U) » F.

4.7.1 Inversionsmetho de
1. Erzeugeeine Zufallszahl u zur Verteilungsfunktion Upg. 1

2. Berechnex = Fi (u)

(siehe S. 120 ®.)

4.7.2 Eliminationsmetho de
1. Erzeugeeine Zufallsvariable v zur Verteilungsfunktion G.
2. Erzeugeeine Zufallsvariable u zur Verteilungsfunktion Ujg.q;.

3. Falls mu < h(v), setzex = v, sonstgehezu 1. .

(siehe S. 121 ®.)

4.7.3 Zerlegungsmetho de

1. Erzeugeeine Zufallsvariable h zur Verteilungsfunktion H.
2. Erzeugeeine Zufallsvariable v zur Verteilungsfunktion Gy,.

3. Setzex = v.

(siehe S. 121 ®.)

4.8 Mehrdimensionale diskrete Verteilungen
Eine Mengefp; :i;j = 1,2;:::9, mit py = P(X = X;;Y = y;) bestimmt eindeutig eine
Verteilung einesdiskreten Zufallsvektors, falls
p 3
Ry . 0; und =1
i =1
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EsseiZ = (X;Y)T ein Zufallsvektor, so hei¥stdie Verteilung von X bzw. Y Randverteilung

vonZ = (X;Y)T. O®erbar gilt

X b3
PX=x)= pj = PX=x;Y=y)= pe
=1 j=1
b3 X
PX=y)= pj= PX=x;Y=y)=pg
i=1 i=1
Es gilt:
X DS
Pi¢c= pg = 1
i=1 j=1

4.9 MaVse fir die Abh Angigk eit

Kovarianz von X und Y:
co(X;Y) = E[(X i E[X](Y i E[YD]= E[XY]i E[X]E[Y]

falls die zweiten Momente (Varianz?) von X und Y existieren.

Eigenschaftender Kovarianz:

1. coUX;Y) = coUY; X)

coX + a;Y + b) = co(X;Y)

cov(aX;bY) = ab¢co(X;Y)

covX + Z;Y) = coUX;Y) + coUZ;Y)

cov(X;X) = Var[X]

6. Es seienX und Y unabhéngig, sogilt couX;Y) = 0

ok~ v

Var[X + Y] = Var[X]+ Var[Y]+ 2coUX;Y)

4.10 bedingte Erw artung

bedingter Erwartungswert von Y, gegelen X = x:

P ) _ )
EIYiX = x]= R, ViP(Y = y;jX = x) , falls (X,Y)_dlskret,
1 yivix =x(y)dy , falls (X;Y) stetig.

E[Y] = E[E[YjX]] (Satz der totalen Erw artung )

4.11 bedingte Varianz
bedingte Varianz von Y, gegelen X = x:

(p
R (yi i E[YjX = x])2¢P(Y = y;jX = x) , falls (X;Y) diskret,

Var[YjX = x] = . .
P20 Ry EIYIX = X2y =)y | flls (X Y) stetig

Var(Y) = E[Var(YjX)] + Var(E[YjX])
412 allgemeines Bestimm theitsmaYa

Var[E[YjX]]

1 . 2 _
(XY= Var[X]
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4.13 allgemeiner multipler Korrelationsk oezxzien t

...vonY bzgl. X: S
Var[E[YjX
Ya(X;Y) = w
414 Korrelationsk oezxzien t
VX Y) = p coMX;Y)

v Var[XVar[Y]
Eigenschaften

X;Y) =AY X)
X Y) - 1
Y%X:Y) = 1gdw. a;b;c mit a®2 + ? > 0 exisiteren, dassaX + bY = c gilt.

YaX + b;cY + d) = sign(ac)4X;Y);a;c6 0 (...wasauch immer das hei%sermag .. .)

4.15 Dbeste lineare Appro ximation/Regression von Y bzgl. X
minapfE[Y | aX i b’g= E[Y | aX i ]

Die Zufallsgrévse? = agX | hy heivstdann beste lineare Approximation oder Regression von Y
bzgl. X.
Die ZufallsgrévzenX und Y besitzendie Varianzen. Dann existiert die bestelineare Approximation
und esgilt
YY)
¥ = E[Y]+ %X;Y)——=(X i E[X
Y]+ X Y) g (X i EIXD)
Au¥serdemgilt:
minabofE[Y | aX i bPg= E[Y i Y17 = Var[Y](1i “%X;Y)?):

Bemerkung: Alle Ergebnisseder Methode der kleinsten Quadrate Boertragen sich. Es sind nur die
empirischen Grésendurch die theoretischen zu ersetzen

4.16 Verteilung stetiger Zufallsv ektoren
Eine Abbildung Z = (X;Y)T :- | R?2, die Borel-messhr ist, hei%tZufallsv ektor .

Die Abbildung Pz (B) = P((X;Y)"T 2 B):B! [0;1] hei¥atVerteilung von Z.
Die Abbildung F(x;y) := P(X < x;Y <y) :R?! [0;1] hei¥tV erteilungsfunktion vonZ:

0 - P(x- X<x+ay:- Y<y+bh
= F(x+ax+hij Fx+abij F(x;y+b+ F(x;y)

CaF(xy) = F(x+ay)i F(xy)
Eine Funktion F : R?2! [0;1] ist genaudann Verteilungsfunktion einesZufallsvektors, falls

1. ¢ 5oF(x;y), 08a;b
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2.F(i1 ;y)=0F(xil )=0F(1;1)=1
3. F rechtsstetig in jedem Argument
4. Bemerkung: Ist F eine Verteilungsfunktion, soist F monoton wachsendin jedem Ar-
gumert.
Die reelle Funktion f (x;y) mit
Z, Z,
F(x;y) = f (u; v)dudv

il il
heivatV erteilungsdic hte oder Dic hte von F.
Eine Funktion f : R2! [0;1 [ ist genaudann Verteilungsdichte einesZufallsvektors, falls
LLy), 08y
2. g f(uiv)dudv< 1
Zwei ZufallsgrévsenX und Y sind genaudann unabhéngig, falls
FOGY) = FOGL)F(L 5y) Fxay () = Fx ()Fy (X)

Ist der Zufallsvektor (X;Y)T stetig, soist die UnabhAngigkeit von X und Y Aquivalert zu
der Bedingung
fOGy) = fx ()fy (X)

Lemma: Die ZufallsgrévsenZ; » N(0;1 %) und Z, » N(0;1) seienunabhdngig Wir
de nieren den Zufallsvektor (X 1;X>) durch
X1 = YaZi+ '+ YVed,
Xo = Zo,+1,:
Dann hat (X 1; X ) die Normalverteilung No( 1;1 2; %%; ¥4, A.
Sei (X 1; X3) zweidimensionalnormalverteilt mit den Parametern
11;02:% > 0% >0 1< %< 1
Dann gelten folgende Aussagen:
1. X1 » N(21;%) und X, » N (*2; %)
2. Y= YX1;X2)
3. Eine beliebige Linearkombination aX; + bX5 ist normalverteilt.
4. Y%= 0 gdw. X1 und X, unabhAngig sind.

Essei(X;Y)T ein Zufallsvektor. Die bedingte Verteilung von X bzgl. Y = vy ist de niert
als
P(X - xjY =y)= i!ilmOP(X - Xjy- Y<y+h)

und der bedingten Erw artungsw ert E[X|Y = y] als erstesMoment von der Verteilungs-
funktion P(X - XjY =y).

Ist der Zufallsvektor (X;Y)T stetig mit stetiger Dichte, so besitzt die bedingte Verteilung
von X bzgl. Y = y die Dichte:

E f(xy)

fxjv=y(y) = fy(y)
" 0 sonst

falls fy (y) > O
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Au¥zerdemgilt Z,
EXjY =vy] = Xf x jy =y (x)dx

il

Eigenstaften der bedingten Erwartung ébertragen sich auf den stetigen Fall:

1. Linearit At

2. Monotonie, Positivit At

3. Einsetzregel

4. Approximationseigenshaft

Es sei der Zufallsvektor (X1;Y;)"T normalverteilt. Die bedingte Verteilung von X; unter
X, = y lautet dann

1 13/‘1 . S32(1 13)):
N+ /?%(YI)’z)-/‘i(ll )):

Insbesonderegilt dann: y,
E[X1jX2]= 1+ Y (X1 i *2)

4.17 Faltung

Es seiendie ZufallsgrézenX und Y unabhéngig. Dann heivstdie Verteilungsfunktion X + Y die
Faltung von Fx und Fy .

X undY stetig! X + Y stetig:
z 1
fx+v(2) = fx (zi y)fv(y)dy
il

X und Y diskret ! X + Y diskret:

X
Px +v (2) = Px (i y)py(y)
y

X1» N(*1;%2) und X, » N (*;%?) seienunabhangig. Dann ist

Z=X1+Xo» NP1+ 12%%+ %?)

X » Bin(n;p) und Y » Bin(m;p) seienunabhAngig. Dann ist

Z=X+Y»Bin(n+ m;p)
X;Y » N (0; 1) seienunabhéngig. Fiv R? = X2 + Y2 gilt:

1 _expiz fily x>0
fra(x)= Em P T TATX
0 sonst
4.18 Jensensche Ungleic hung

Esseig:(j1 ;1)! (j1 ;1) einekonvexeFunktion. Fik die Zufallsgrél/seX existiert E[X ] und
E[g(X)]. Dann gilt

9(E[X]) - E[g(X)]:
Ist die Verteilung von X nicht ausgeartet,so gilt nur dann die Gleichheit, wenn g linear ist.
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5 Schatztheorie
5.1 Grundlagen der Schatztheorie

krete Stichprobe ist Realisierung dieseszufalligen Vektors)
Stic hprob envariable: X
Grundraum: (- ;A). Es existiert somit ein! 2 - derart, dass
Xi(")=x; ,miti=12:::;n
Stic hprob enraum: (X;B)
Grundv erteilung: Verteilung der Stichprobenvariablen.
M: Menge der Verteilungen Bber dem Stichprobenraum (X ; B)

empirisc he Verteilung (=b eobattete Verteilung) von x, 2 X ist

X
Fn:=Fy, = ﬁi’“ 2 M , wobei +, die ausgearteteVerteilung in x ist.
n=1
Eigenschaften:
EsseiX;, i = 1;2;:::;n eine mathematische Stichprobe mit Grundverteilung F. Dann gilt:

Erwartungstreue der empirischen Varianz:
nFy » Bin(n;F(x))

Er [Fy,, (0] = F()

FOOLi FOO | o 1y 4
i i

Varg[Fy (x)] =
Fy . x) ! F(x) (mit Wahrscheinlichkeit 1), x 2 R:
stark konsistert gegendie Grundverteilung

Konsistenz: Je mehr Beobattungen zur Verfiigung stehen,umso genauereErgebnisseliefert die
Schatzmethode. Mit Hilfe der Tschebysche®sben Ungleichung ergibt sich dieseEigenstaft:

P(Fy (x)i F(x)i, ?)- ERCLFD) (X)(lnizF(X))
und somit gilt fév alle 2 > 0:
n||i1m P(jF;(n (X)i F(xX)j, 2 = 0 (Konsistenz)

Hauptsatz der mathematisc hen Statistik: Gliwenko: Die ZufallsgrévenX;, i = 1;2;:::;n
seienunabhangig und identisch verteilt. Dann gilt
3

P nI!ilm sup(ng(n(x)i FxX)p=0 =1

Allgemein gespochen: Mit Wahrsdeinlichkeit 1 ist die maximale Abweichung zwischen
Stichprobe und dem mathematischen Modell gleich Null, wennn! 1 .
Kolmogorov: Es seiF eine stetige Verteilungsfunktion. Dann gilt
. N pP_— . . i X : [ 0i 22
lim P "Asup(Fy ()i FOOD- x =Q) = (i1 exp?*ix, 0
' j=il
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Lok ationsmo dell: F = fFs : # 2 Rg (Modell fér die mdgliche Verteilung der Beobaditungen)
Herleitung:
Xi=#+ U

# 2 R : additive Stdrung, U; » Fo. Somit gilt fiv die Verteilungsfunktion:
PXi<x)=PU <xj #)=Fs(Xi #) = Fae(x):

parametrisc he Mo dell: F = fF4 : # 2 £ g (allgemeine Form des Lokalisationsmadells)
Abbildung # 2 £ | F4 2 M mussinjektiv sein. In der Regel wird vorausgesetzt,dass
£ 1 RP fiy ein gewisses gilt.

Parameterraum: £
Mo dellv erteilung: Fg

zentrale Verteilung: Fq , nicht eindeutig bestimmt, jede Modellverteilung kann als zertrale
Verteilung gelten, zusétzliche Forderungen (z.B. Symmetrie, UnimodalitA) um Auswahl
einzustiranken.

Stic hprob enfunktion: t, : (X";B") ! (j;G) mit # 2 j, Gist ¥%:Algebra. (Stichprobenfunkti-
on zeigt, wie Schatzwerte aus einer konkreten Stichprobe ermittelt werden bzw. allgemein
gespochen wie aus einer einzelnenStichprobe Schatzparamter gewonnen werden kdnnen.)

Schétzfunktion: T,(!) = tn(g( (N (;G). (Zufallsgrévse deren Eigenstaft von der Grund-
verteilung der Beobahtungen abhangt bzw. allgemein gespochen wie aus allen Stichproben
ein Scatzer bzw. die Parameter fiv den Schatzer gewonnen werden kann/k énnen.)

Schatzung: Bezeithinung fév Stichprobenfunktion und entsprechende Schatzfunktion.

Schitzungen fir Lok ationsparameter: 1. arithmetisches Mittel:
1 X
g(n = = Xi:
n

i=1

2. ®-gestutztesMittel g(®;n:

X(l) . X(Q) L X(n):

Die [n®] gré/stenund die [n®) kleinsten Werte werden aus der Stichprobe entfernt (oder
= 0 gesetzt) und vom Rest wird das arithmetische Mittel gebildet:

g( . 1 n D([FI@]
®;n

- ni 2ne X!

i=[ n®]+1

allgemein gespochen: Hier werden die Ausreiaeran den Grenzenelliminiert und dann
wird der Mittelw ert aus der restlichen Wertemengeberednet.

3. Median: o
. 2 X (131+1) » Wenn n ungerade
med, = med,(X; :i=1;:::;n) = S X(&+1) + x(i)
- % , wenn n gerade
4. Hodges-lehmann-Statistik:
M 1
HL, = med,. %:i;j =1;::::n
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5. Bickel-Hodges-Statistik:

H
Xy + Xeni i
BH, = med, -~ -~ 20D
2
Ausreivaer:  Wert in Stichprobe, der nicht zum Modell passt. In robuster Statistik auch Grobfehler
genann.

Beispiel sieheRiedel, S. 147

5.2 Konvergenz von Zufallsgr 8/enund Verteilungen

Folge von Zugfallsgréaenf X g bzw. B( n konvergiert gegeneine ZufallsgrévseX mit Wabhr-
scheinlichkeit 1, wenn : 3 g

il
P lim X,=X =1
nll
Man sdreibt: X, ! X(W1):

Folge von Zugfallsgrévsenf X g bzw. B(n konvergiert gegeneine ZufallsgrévseX in Wabhr-
scheinlichkeit , wenn fiv alle 2 > 0 gilt:

Iim P(jXni Xj, 2)=0:
n'l

Man screibt: X, ,'f) X:
Beispiel siehe Riedel, S. 149

Zusammenhangzwischenden Konvergenzarten: Konvergiert eine Folge von Zufallsgréen
f X g gegeneine ZufallsgréyzeX mit Wahrscdeinlichkeit 1, so audch in Wahrsdheinlichkeit.

Schwaches Gesetz der gro¥en Zahlen von Chin tschin: Es seif X g eine Folge unkor-
relierter und identisch verteilter Zufallsgrélzenund es existiere ihre Erwartung E[X 1], dann
gilt:

X
1 Xi ¥ EXiin! 1:

i=1

Stark es Gesetz der groYsen Zahlen von Kolmogoro v: Esseif X, g eineFolgeinsgesan
unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsgrévzenund es existiere ihre Erwartung E[X 4],
dann gilt:

1 X

o X! E[X1J(W1);n! 1:

i=1

allgemein gespochen: Der Mittelw ert einer Stichprobe geht gegenden wahren Erwartungs-
wert mit Wahrscheinlichkeit 1 bein! 1 .

Tschebysche®: Es sei X eine Zufallsgréseund esexistiere ihre Varianz ¥#, dann gilt:

3
P (X i EX], 1) t/—f:
(Ungleichung von Tschehysche®ist einfachesHilfsmittel um Konvergenzin Wahrsceinlich-
keit herzuleiten.)
allgemein gespochen: Sie gibt eine untere Grenze fif die Wahrsdeinlichkeit an, dassein
Wert einer Zufallsvariable mit endlicher Varianz innerhalb einesbestimmten Bereichesum
den Erwartungswert der Variable liegt.

Beispiel sieheRiedel, S. 150
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Folgevon Verteilungsfunktionen f F,, g konvergiert vollstAndig gegeneine Verteilungsfunktion
F, wenn fiy alle Stetigkeitspunkte von F gilt:

nI!ilrn Fn(x) = F(X):

Man sdreibt: F, I© F.
Beispiel siehe Riedel, S. 151

zentraler Grenzw ertsatz: EsseienfX;;i = 1;:::;ng unabhéngigeZufallsgré¥semmit end-
lichen Varianzen. Es sei %2 = Var[X;]. Unter der Bedingung
v
u
X max(%2:i= 1;:::;n
o= b 21 1 ung MEGATIE LGN,
i=1 bn
gilt fiv alle reellen Zahlen x:
uP 1
nI!|lm P b <X =0©OKx):

P n
i-1 (Xii E[XiD

(Die Folge der Verteilungsfunktion konvergiert vollstAndig gegen®©)

allgemein gespochen: Die Verteilung einer Summe beliebiger unabhéngiger Zufallsvariablen
(mit endlichen Erwartungswert und Varianz) nahert sich der Normalverteilung an, je mehr
Zufallsvariablen an der Summebeteiligt sind.

Beispiel siehe Riedel, S. 152

Lemma: Die Folge f X,g von Zufallsgrévzenkonvergiere in Wahrsdeinlichkeit gegeneine

Konstante a. Dann konvergiert die Verteilungsfunktion Fy von X, vollsténdig gegent,,
d.h. '
g(nif a) Fy I

d:M £ M ! [0;1) hei¥%teine Wahrsc heinlic hk eitsmetrik , falls:

1. dF:G)=0, F=G
2. d(F; G) = d(G;F) (Symmetrie)

3. d(F;H) - d(F;G) + d(G; H) (Dreiecksungleidung)

4. Fy I° F) d(Fa;F)! 0 (Bbereinstimmung mit der vollstAndigen Konvergenz)

Bsp.: Die Kolmogoro v-Metrik st de niert durch
dk (F;G) = (IF(X) i G(x)j:x 2 R)
5.3 Gike einer SchAtzfunktion
In der Statistik werden Schatzfunktionen in der Regeldber Funktionale eingefihrt:
T:DruM! (i;6);(G uRP:

Der De nitionsb ereich des Funktionals erthalte einerseitsalle empirischen Verteilungen (E) und
andererseitsalle Modellverteilungen (F), d.h. esgelte: F p Dt und E p Dt. Dann hei¥stT ein
Schétzfunktional . Eine Schatzfunktion T, fék den Parameter # des parametrischen Modells F
hei¥atdurch das Funktional T (die Funktionale 't ,,) induziert, falls

=Tk @@=t

Einfihrung versdiedenerKriterien zur EinschAtzung der Gite einer Schatzfunktion:
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erw artungstreu  (allgemein):  Eine Schatzfunktion soll wenigstensim Mittel denrichtigen Wert
liefern.

erw artungstreu  beziglic h der Grundv erteilung: Scatzfunktion Ty, die durch ein Funktio-
nal erzeugtwird, mit der Eigensdhaft:

Er [Tn] = T(F):

T, erwartungstreu beziglich der Grundverteilung Fx fév alle #, so heiVstT,, erwartungstreu
beziglich #.

asymptotisc h erwartungstreu:  Scatzfunktion T, die durch ein Funktional erzeugtwird, mit
der Eigensdaft:
Ililm EF[Th]= T(F):
nt

Ist eine SchAtzfunktion asymptotisch erwartungstreu beziglich aller Modellverteilungen, so
ist sie asymptotisch erwartungstreu beziglich #.

Wirksamk eit: Es seienT, und S, zwei erwartungstreue Schatzfunktionen beziglich F. Dann
heivatT,
wirksamer (e®ektiver) als Sy, falls:

Varg[Th]1< Varg [Sh]

genausowirksam wie S,, falls:

Varg[Ta] - Varg[Sq]

Ist T, so wirksam wie S, fiér alle # und fér mindestens ein #y wirksamer, so heivat T,
wirksamer als S,,.

mittlerer quadratisc her Fehler (MSE) von Tp:
M SE(Ta;F) = Er[(Ta i T(F)?]
M SE(F) := E[(F j E[F])?] = Var[F] falls F erwartungstreu

konsisten t im quadratisc hen Mittel: Eine Scatzvariable hei%tkonsistert im quadratischen
Mittel, wennMSE ! Ofédrn! 1 gilt.

konsisten t beziglic h der Grundv erteilung: Eine Folgef T, g von Schatzfunktionen hei¥tkon-
sistert bezlglich der Grundverteilung F zu dem Funktional T; , falls

‘Tn i!3 Tl (F)

in Wahrsdeinlichkeit fiv n'! 1 . Das Funktional T; hei¥tasymptotisc hes Funktional
der FolgefThg. T1 (F) wird dann als asymptotisc her Wert bezeitnet.

Lemma: Es seif T,g eine Folge von Schatzfunktionen und esseif T, g asymptotisch erwar-
tungstreu bezlglich F und esgilt:

nI!|1m Varg (T,) = 0

Dann ist f T, g konsistent gegenT (F).
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Fisher-k onsisten t: Funktional T bei dem fiv alle # 2 £ erféllt ist:
T(Fg)=#

Ist eine Folge von Schatzfunktionen fév alle Verteilungen Fy konsistert und ist das entspre-
chendesymptotische Funktional Fisher-konsistert, soist dieseFolgekonsistentim klassischen
Sinn.

asymptotisc h normalv erteilt: Eine Folgevon Schatzfunktionen fT; : i = 1;:::;ng hei¥tasym-
ptotisch normalverteilt, falls fév die Grundverteilung F gilt:

o il

V(T:F)

Tim PP, TE) <x)=©

Hierbei heivatV (T; F) asymptotisc he Varianz bzw. im Fall, dassT, ein Zufallsvektor ist,
asymptotisc he Ko varianzmatrix vonfT,g.
Beispiel siehe Riedel, S. 162

5.4 Konstruktion von Schatzfunktionen
Wir betrachten ein parametrisches Modell
Fy :#2E
mit dem Scatzfunktional
T:Dr %M ! RS
Zur Schatzung benutzen wir eine Stichprobe bzw. ihre empirische Verteilungsfunktion F,.

Substitutionsmetho  de: T, = T(Fp):

Prinzip von Laplace: Tritt ein Ereignis in einer Stichprobe auf, soist seineWahrsceinlichkeit
maximal unter allen mdglichen (?).

Maxim um-Lik eliho od-Metho de: F = fFy : # 2 £g sei eine dominierende Klasse, falls ein
¥zendlichesMaYa! existiert, so dass
Z

Fi(A) = N fa (x)* (dx):

Die Funktion f 4 hei“astRadon-Nik odym-Ableitung vonFy beziglich . In der Anwendung
ist 1 entwederdas ZahimaY.oder dasLebesguesbe MaYs.Es wird der Schatzwert # als Lésung
von

fp=max(fy . #2£)

bestimmt (vorausgesetzter existiert). Die konkrete Stichprobe wird nun durch die mathema-
tische ersetzt. Die resultierende Schatzung hei%tdie Maxim um-Lik eliho od-Schatzung .
De nition laut Steger:

e Y
L(|x;#) = f(xi;#) = Py (Xi = Xi)
i=1 i=1

Ein Scatzwert # fir den Parameter einer Verteilung f (x;#) heivat Maximum-Lik elihood
Sctatzwert fir eine Stichprobe i, wenn gilt

Lik:#) - Lix:#) filr alle #

Lik eliho od-Funktion: #! fx(x)
logarithmisc he Lik eliho od-Funktion: #! logfx(x)
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5.5 Die Ungleic hung von Rao-Cramer

Die folgendeUngleichung gibt die kleinstmg@gliche Varianz an, die ein unverzerrter Schatzer haben
kann. Sie erlaubt zum einen, die Exzienz einesSdatzersin absoluter Weisezu de nieren, namlich
als seinerelative Exzienz bzgl. dieser Schranke; zum anderenist ein Schatzer, dessenVvarianz die
Schranke erreicht, bzgl. der Klassealler unverzerrter Schatzer exzient.

Filr erwartungstreue Schatzfunktionen misst die Varianz die Gite. Hat die Stichprobe den Umfang
n, sogibt eseine untere Sdranke fi die Varianz. Es sei

F=fFs :#2£g

eine parametrische Familie. Die Verteilungsfunktionen Fx m@gen eine Dichte f4 beziglich eines
MaYses besitzen.
Satz: EsseiT, ein erwartungstreuer Schatzer filr #. Weiter seiEg, [Sp] filv S, = T, bzw. S, = 1
di®erenzierbarbeziglich # und esgelte

z

(Er, [Sn])°= y Sn (X)(f#(x))® (dx):

Dann gilt

Varg, (Tn) , %;

wobei L m q

s +
I(#) = E EL(#’X) = Varg, Eln L(#; X)
die Fisher-Information bezeitnet und
L(# x) = fx(x)

die Lik elihood-Funktion.

wirksamster SchAtzer: Ein erwartungstreuer Schatzer T,, dessenVarianz gleich der unteren

1 .
Schranke T ist.

6 Testtheorie

Allgemeines Konzept:

F = fFy4 : # 2 £ g seiein parametrisches Modell.
ZerlegungdesParamterraumes: £ = £q[ £1;£0\ £1 = ;
Testproblem:

Ho : # 2 £ Nullhypothese
H1 :# 2 £, Alternativh ypothese

Die HypotheseH hei%teinfach, falls £ ¢ eine einelemenige Mengeist (z.B. Hg : 1 = 1;); andern-
falls hei%atHy zusammengesetz{z.B. Hp :* > 15 oder Hg : 1 6 1).

mengenK und X nK zerlegt.
Entscheidungsregel:

Ablehnung von Hq () Annahmevon H, , falls X, 2 K
AnnahmevonHg ()  Ablehnung von Hy , falls X, 62K
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K heivatkritischer Bereich oder Ablehnungsbreich (der Nullhypothese) und X nK hei%tAnnah-
metlereich (der Nullhypothese).
Fehleranalyse:

Hg ist wahr H 1 ist wahr
Ensdeidung n Zustand ‘ H1 ist nicht wahr | Hg ist nicht wahr
Annahme von Hg richtig falsch(2)
Ablehnung von Hyg falsch(1) richtig

Fehlerbewertung bei einfacher Null- und Alternativh ypothese:

Ho :#2 £9
Hi:#2 £,

Wahrsdeinlichkeit fiv Fehler:
P(X,, 2 KjHo) =: Fy,(K)

und
P(X, 6XjH;) = 1j Fg, (K)

Bemerkung: Beide Fehler sind gegeniu'g: WennK = X" ) Fy (K) = 1,und 1| Fg (K) = 0.
Fehler(1) hei¥tFehler erster Art, Fehler(2) hei¥tFehler zweiter Art.

gepr ¥fte Hyp othese: Hypothese,deren Ablehnung zum Fehler erster Art fihrt.

Signik anzniv eau: Zahl ® 2 (0; 1), die Schranke iy die Wahrscheinlichkeit des Fehlers erster
Art ist.

Optimierungsproblem: Der kritische Bereich K °, fif den
Fu,(K) - ®
gilt, heivatzulAssig und der kritische Bereich K °, filv den
maxf Fy, (K) 1 Fyo(K) - ®g= Fy, (K?)

gilt, hei%tbester kritischer Bereich.

allgemeingespochen: Um den bestenkritisc hen Bereich zu erhalten, versudit man die Power
zu maximieren, wahrend die Wahrsdeinlichkeit fiv den Fehler erster Art kleiner oder gleich
dem Signi kanzniveau bleiben/sein muss.

Test: Eine messbareFunktion A : X" 1 [0; 1] hei%tTest. A(x) wird als bedingte Wahrscheinlich-
keit dafiv interpretiert, dassbei der Vorlage der konkreten Stichprobe x,, die Entscheidung
\Ablehn ung der Nullhypothese" gefdllt wird.

Wabhrsdeinlichkeit fiv den Fehler erster Art einesallgemeinenTestproblems:

E+[AX,)];8#2 £0

bzw.
pr;r;% Ppo(T 2 K) = pq;aHﬁ Ppo(T - k)

Die Wahrsdeinlichkeit fé&v den Fehler zweiter Art:
1i Ex[A(X,);8#2£4

bzw.
pror;ahx1 Ppo(T 62K) = pqgaHx1 Ppo(T > k)
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Gitefunktion eines Tests:
Th(#) = Th(#A) £ Ex[AX )] 2 [01]

bzw.
g(n;p) = Pp(T 2 K) = Pp(T - k)

allgemein gespochen: Gibt die Wahrsdeinlichkeit an, mit der ein Test die Nullhypothese
verwirft.

Mac htfunktion (P ower): Gitefunktion eingestirdnkt auf £ 4

Umfang eines Testes: N 5
supf Ex[A(X)] 1 # 2 £0g9 =1 B(A):

(nic htyrandomisiert:  Ein Test A hei¥st nichtrandomisiert, falls A mit einer Indikatorfunktion
einer (kritisc hen) Menge K @bereinstimmt, sonstrandomisiert.

zul Assig: TestA, dessenUmfang B(A) - ®ist.
gleic hm AViig bester Test: Falls Test zulAssigist und esgilt:
maxf ,(#A) : T (#A) - ®8#2£,9,8%#2 £,

Ist die Alternativh ypotheseeinfadch, soheiVatder gleichmaYzigoeste Test bester Test allgemein
gespochen: Whle Test mit hdchster Power aus.

kritisc her Wert des Testes:
K =fx, :jXnj > kg

Beispiel: EsseiX » N (%; %%) und %% seibekannt. F = fN (%; %£) : 1 2 Rg seieineparametrische
Familie mit dem Parameter! und dem Parameterraum £ = R. Nullhypothese:Hg :t = 0,
Alternativh ypothese:H, :* 6 0.

X ist eine erwartungstreue, normalverteilte und konsisterte Schatzfunktion von . Es gilt
sogar:
Xn » N (% ¥%=n):

Es wird ein symmetrisches Intervall des Nullpunktes ausgeshlossen,da unter Hy die Zu-
fallsgrévseX , und | X, identisch verteilt sind. Wir setzen# = 1.
Bestimmung desUmfangesdes Testes:

H H pﬁ‘ﬂ‘ﬂ

k
Fso(K)=2 1j © %

) k=121 2 p=

Hierbei ist z, das u-Quantil der standardisierten Normalverteilung. Somit ist der Test
zuldssig.
Bestimmung der Macht:

T p_1 M p_1.
— # n n
n(#)=2i © Z1; 2 % +0© Z; 2+ %
Fiv # 6 0 gilt:
n||i1m h(@#) =1

konsisten t: Test, fi den gilt:
||i1m # =1 #2E£Eq:
n!

unverfalscht: Test, fil dem gilt:
Tn(#), Bn = SUpfE4[A(X,,)] 1 # 2 £00:
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6.1 Das Lemma von Neyman-P earson
(siehe auch Hasenclever12.2.1 auf Seite 56) Betrachte die parametrische Familie
F = fFy,;Fs, O£ = TH#o, #10= £o[ £1:
Testproblem:
Ho: #= #o
Hi: #=#
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit existieren Dichten

fii="1y X1 [0;1)

Test von Neymann-P earson (Lemma):
1. Jeder Test der Form
8
21 falls fi(x)> kfo(x)

A(x):>° falls fi(x) = kfo(x); O0- k<1; 0-°- 1
"0 falls fi(x) < kfg(x)

2. (Existenz) Fir das Testproblem Hy gegenH; zum Signi kanzniveau ® existiert eine Kon-

stante kg;0 - ke < 1 und°,0- ° - 1, sodassder ensprechende Test vom Typ bester
Test ist.

3. (Eindeutigkeit) Wenn filr einen Test A° bester Test desUmfangs ® ist, dann ist er auvserauf
fx :f1(x) = kfo(x) vom Typ sieheerster Punkt.g

4. Bemerkungim Lemma von Neymann-Pearsonist der Stichprobenumfang gleich 1.

Bemerkung: Ist P(fo(x) = kf1(x)) = Ofér allek , 0, sogilt stets® = 0 und somit ist der beste
Test nicht randomisiert.

Folgerung: Fiv die Gite desbestenTestes fiv das TestproblemH, gegenH; gilt ~ > ®, falls
0< ®< 1, d.h. der beste Test ist unverfalsdit.

6.2 Konstruktionsmetho den
6.2.1 Lik eliho od-Quotien tentest
Lik eliho od-Quotien t:
f1(x)
L1:o(X) = w—xltio()>
1;0(X) Fox) 1700 0g(X)
Interpretation: SeienFg, F; diskrete Verteilungen, so gilt

f1(x) P.1fxg
Lio(X) = mlfT:fo(tPOg = m'frfo(t)wg

Falls H; gro¥ast, ist L1.¢ gro¥%s,d.h. der kritische Bereich ist von der Gestalt L 1.9 > K.
Folgerungen:

DasTestproblemHg :1 = 13 gegenH; : 1 > 14 mit bekannter Varianz % = ¥ besﬂzt einen
gleichmAViigenbesten Test zum Signi kanzniveau ® mit dem kritischen Bereich X, > kg,
wobei

K7
/)
ke = z1 ®P—ﬁ+lo
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Das Testproblem Hg : %= % gegenH; : %> % mit bekannter Erwartung 1o = 1, besitzt
einen gleichmAYsigenT est zum Signi k anzniveau ® mit dem kritischen Bereich

Xii o)*>k;
i=1
wobei
k® = Ar21;1i ®3/02:

Der Likelihood-Quotiententest wird auch in FAllen bernutzt, in denendas Testproblem nicht aus
einfachen Hypothesenbesteh.
Testproblem:

Ho:#2 £g Nullhypothese
Hi:#2 £, Alternativh ypothese

Vorraussetzung:Parametrische Verteilungsfunktion F4 besitzt eine positive Dichte f 4.
Lik elihood-Quotient:
supfL(#;X) : # 2 £190

L1jo(x) = supfL(#;x) :# 2 £09
wobei
Y
L(#x) = fu(xi)
i=1
die Likelihood-Funktion zur konkreten Stichprobe x1;:::;X, bezeidinet. In diesemFall hat der

kritisc he Bereich die Struktur
L1o(X) > K

und der kritische Wert k = kg wird ausder Bedingung bestimmt, dassdie Wahrsdeinlichkeit des
Fehlerserster Art durch das Signi kanzniveau ® besdrankt ist.

6.2.2 Substitutionsmetho de

Parametrische Familie
F=fF:.:#2£g

und die Parametermengesei Teilmengeeinesmetrischen Raumes.
AllgemeinesTestproblem:

Ho:#2 £g Nullhypothese
Hy:#2 £, Alternativh ypothese

Eswird nun eine Schatzfunktion T, fiév den Parameter # konstruiert. Als kritisc hen Bereich wahlt
man
To 2 £52

wobei £ 5. eine2-Umgebungvon £ ist. Hierbei wird 2 so bestimmt, dassdie Wahrsdeinlichkeit
desFehlerserster Art durch das Signi kanzniveau ® besirAnkt ist.

6.3 Kon denzb ereiche und Tests

Parametrische Familie
F=1fF.:#2£g

Es wird versuct den unbekannten Parameter # nicht durch einen einzelnenWert sonderndurch
einen zuflligen Bereich zu schatzen.
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Bereic hschatzfunktion:  Abbildung
C: X! P(f);

wobei Ci 1(P(£)) u B (Menge der Borelmengenin X). Man sagt anstelle von Bereichs-
chatzfunktion auch BereichschAtzung oder Kon denzb ereich. Die Giite der BereichschAtzung
C ist durch folgendeFunktion gegelen:

T(#%#) = Puf! 1402 C(X(1))g = Fu(CT H#%);

d.h. “(#%#) ist die Wahrsdeinlichkeit, dassder Parameter #° vom Bereich C(X ) hberdedt
wird, falls der Parameter # der wahre Paramter der Stichprobe ist.

C#HH) =B
Fiv jedes# 2 £ werden durch die Mengenhg. die ric htigen Parameter und durch die Menge
hy.4 der falschen Parameter eingefdhrt. Die Mengeder richtigen Parameter soll durch die Kon-
“denzbereiche Bberdekt werden.
De nition
BereichschAtzung C hat das Kon denzniveaul ®, wenn
Tc#%#) = Fu(CT#%), 17 ® 8#%2 hou:
Menge der (1-®)-Kon denzbereiche G; @:
G, o:=fC: (#%#) = Fx(C #%), 1i ®y, 84#°2 hgy:
Bereichshatzung C* 2 G; e heivatgleichmAlzigbester (1j ®)-Kon denzbereich, falls
T(##) = Fy(C° M #%) = minfFy(CT1#%) 1 C 2 Gy og 8#°2 hyy# 2 £
mit anderen Worten: Man wahlt K so, dassder Umfang minimal wird.
Die Bereichschatzung C 2 G; e hei¥stunverfAlschter (1 ®)-Kon denzbereich, falls
THEH) - 1j ®8#°2 hyy#2 £
6.3.1 Korresp ondenz zwischen Kondenzb ereich und Tests
Konstruktion einesTestproblemszu vorgegelenenKon denzb ereich. #° seifest gewdhilt.

HO;#O . #02 ho;#
Higo:#°2 hyy

Als Annahmebereicdh flv Hozo wird A(#%) = Ci f#% gewdhlt. Somit ist A(#9 ein kritischer
Bereich zum Signi kanzniveau ®, da gilt:

Fe(A#9) - ® 8#:#°2 hoy:

6.4 Kondenzin tervalle und Test fiv die Erw artung der Normalv ertei-
lung bei unbekannter Varianz

De nitionen:
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Man sdreibt dann W » A2(#2). Ist == 0, so hei¥itdie A2-Verteilung zertral. Man schreibt
dann W » A2,

Die Zufallsgré¥ery » N (%; 1) und W » A2 seienunabhéngig. Dann besitzt die Zufallsgrévse
Y
Z = g—

w
n

einet-Verteilung mit n Freiheitsgradenund den Nichtzentralit Atsparameter? . Man screibt
dannZ » t,(1). Ist 1 = 0, sohei¥atdie t-Verteilung zertral. Man schreibt dann Z » t,.

Satz: Es seienf X; » N (3, ¥8);i = 1;:::;ng unabhangige Zufallsgré¥enDann gilt:

1. X, und s? sind unabhéngig.
— 32 S2 ~
2. Xn» N(% /ni) und (n j l)i » Aﬁi 1

Xnitp=
:Lpn»tnil
Sn

t-T est fiy Einstic hprob enfall:
Kondenzintervall fiv * zum Niveaulj ®:

3.V:

B

< . Bon e Sn
Xni pﬁtni 1;1; %,Xn + p_ﬁtni 11 ¢

Bei
ho# = fug;hix = £ nfg:
Entsprechender Test:
Ho:t =10
Hqy:? 61 0
Kritisc her Bereich: - —
:Yn 1 10:p

Es gelte:
P(jVnj > kejHo) = ®

Die Wahrsdeinlichkeit P (jV,j > kjHg) wird als p-Wert bezeitinet, wenn k = v,.Wir erhalten
somit folgendesKriterium:

Ist der p-Wert gré¥serals das Signi kanzniveau, soist Hg nicht zu verwerfen.
Ist der p-Wert kleiner als das Signi kanzniveau, soist Hy zu verwerfen.

De nition
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Die ZufallsgrévzeX » AZ(#£2) und Y » A2 () seienunabhéngig. Dann besitzt die Zufalls-
grévse

Z =

3\-<|:|><

eine F-Verteilung mit (n; m) Freiheitsgradenund den Nichtzentralit Atsparameter (£ ;2 ).
Man sdreibt dann Z » Fnpm (£2;%2). Im Fall £ = 0 spricht man von einer einfachen
nichtzentralen F-Verteilung. Ist # = ¥ = 0, sohei%tdie F-Verteilung zertral. Man schreibt
dannZ » F,;m.

6.4.1 t-T est

Gegelen ist eine Stichprobe mit unbekannter Varianz und Erwartungswert. Es soll getestetwer-
den, ob der erwartete Mittelwert( 1 o) mit demder Stichproke Blereinstimmt bzw.ob der Mittelwert
einer normalverteilten Grundgesamtheitmit einem vorgegelenen Mittelwert glereinstimmt.
Annahme:

Alternativ gelte E[X;] =t und Var[X;] = % und n seigro¥gerug.

Hypothesen:
a) Hp:* =15 gegen H;:1 61
b) Ho:1, 'y gegen H;:1 <1,
¢ Ho:*- 1y gegen H;:!>1g
Testglse:
X : 1
T:= ¢ Xito Py
1 Ton . Y\2
m1 i (Xii X)

Ablehnungskriterium fér Ho bei Signi kanzniveau ®:

a) jTi > tnj 11
b) T < tni 1.®
C) T > tnj 1:1j ®

N|®

6.4.2 zwei Stic hprob en t-T est

Es wird das VerhAltnis von Lage@rametern (Erwartungswert, Varianz) zweier Stichproken unter-
sucht.

Annahme:
und Y; » N (*y;%). Die Varianzen seienidentisch, also ¥ = %% .
Hypothesen:

a) Hp:1x =1 gegen Hj;:'yx 61y

X Y
b) Ho:'x , v gegen Hjp:lyx <1y
X y gegen Hjp:lyx >1y
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Testgmivae:

S— _ JE—
+ . .
T = n m j 2¢qh X| Yh
i‘I'l Fm Y \2 Fn V2
m n =1 (Xii X)z+ =1 (YiiY)

Ablehnungskriterium féir Ho bei Signi kanzniveau ®:

a) JjT] > tmen; 21
b) T < tm+ni 2;:®
C) T > l:m+ni 2;1i ®

INES

6.5 Test des Korrelationsk oezzien ten bei Normalv erteilung

Zwei metrisch skalierte Merkmale/Stichproben aus einer zweidimensionalenNormalverteilung wer-
den auf Korr elation bzw. Unabhéngigkeit getestet

Annahme:
beobadtete Stichprobe:

Hypothesen:
Ho: %=0
Hi: %60
Testgblse:
p Rn
Vhn= nj 2p—
n | 1i R%
mit

P n — —
_ iza (Xi i Xn)(Yii ¥n)
Rn = P=P= — \2y( T Y
( i=1 (Xi | Xn) )( i=1 (yi | yn) )
R, ist Schatzfunktion fir %2 Schatzung R, ist zwar asymptotisch konsistert, aber unterschétzt
den Parameter. Als Teststatistik wurde deshalbdie Transformation V,, gewahit.

Ablehnungskriterium fér Hg bei Signi kanzniveau ®:
Unter der HypotheseHg gilt Vi, » t,, 2. Somit ist der kritische Wert fir den Test, dass%= 0
zum Signi kanzniveau ®:

K o f(Xn3 Y, )iVl > th 2:1; 29
d.h. soviel wie Ho wird abgelehn, falls gilt: jVoj > tq; 2;1; ¢ bzw.p- ®

6.6 Nic htparametrisc he Tests

De nition: Nichtparametrische Testssind Test, deren Parametermengekeine Teilmengeeineseu-
klidischen Raumes sind. (Parametermengeist Menge aller Verteilungen gber dem Stichproben-
raum) mit anderen Worten: Tests, die auf eine vorgegelene Verteilung oder auf ein Ma¥fiv die
AbhAngigkeit testen.
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6.6.1 A2-Anpassungstest

Eine Zufallsvariable mit endlichen Wertebereich wird auf eine bestimmte Verteilung getestet.

Annahme:
X7q;::1; Xy, seienunabhAngig und identisch verteilt mit Wy, = f1;:::;kg.

Hypothesen:
Ho:P(X =i)=p fivi= 1000k
Hi:P(X =i) 6 p flr mindestenseini 2 f1;:::;kg
Testgblse:
T = X (hi i np)?.
i=1 npi

Ablehnungskriterium fér Ho bei Signi kanzniveau ®:

A2 .
T> Aki 11 ®

Bemerkung:

A?-Testkann auch auf beliebigeZufallsgrévserX angewendetwerden.Um dieszu erreichenwird die
ZufallsgrévzeX diskretisiert, d.h. man partitioniert den kontin uierlichen Wertebereich in endlich
viele Bereidche.

6.6.2 A%-Unabh #Angigk eitstest
Zwei Zufallsgrd¥senwerden auf UnabhAngigkeit untersucht.
Annahme:

X und Y diskrete Zufallsgrésenmit Werten aus der Mengefx; :j = 1;:::;kg bzw. fy; :j =

Hypothesen:

Ho : X und Y unabhéngig
Hy: X und Y abhéngig

Testgblse:

|
_ XX (NN i NieNg )2,
NNj; oN g ,

T
i=1 j=1
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Ablehnungskriterium fér Ho bei Signi kanzniveau ®:

T> Abi i v @

dabei sollte die Fallzahl gré¥erals 40 sein. Man spricht von einem A%-Test mit f=(k-1)(I-1) Frei-
heitsgraden.

Bemerkung:
Bei k = | = 2 hei¥tdieser Test auch Vierfeldertest.

6.6.3 exakter Test von Fisher

Es wird die genaueWabhrscheinlichkeit ausgeechnet, die beobachtete oder eine noch extremete Ta-
fel zufdllig zu erhalten.

6.7 Kolmogoro v-Smirno v-T est

Eine zu Grunde liegendeVerteilung (Stichproke) wird gegen eine zweite Verteilung (weitere Stich-
proke oder hypotetische/mathematischeVerteilung) getestet.

Annahme:
Ferner seiFq die hypothetische Verteilung, auf die F, zu testen ist.
Hypothesen:

Ho:  Fn(x) = Fo(X)
Hy: Fn(x) 6 Fo(x)

Testgmivae:

D, = L :=supff Fo(x)i Fn(x)j:x 2 Rg:

d.h. man wahlt den maximalen Abstand zwischen beiden Verteilungen fir gleichesx.

Ablehnungskriterium fér Hy bei Signi kanzniveau ®:

ny + No
ninz

D, bzw. L ist gré¥er(oder gleich?) als der kritische Wert (z.B. fév ® = 0:05ist L = 1:36
der kritische Wert)

6.8 Mann-Whitney-T est bzw. U-T est

Zwei Stichproken gegelen. Hier wird die Hypothesegetestet,ob eine zufallig gewdhlter Wert ausder
ersten Stichprobe wahrscheinlichkleiner ist als einer aus der zweiten Stichproke. Informal kénnte
man auch sagen,dassgetestetwird, ob die beiden Verteilungen den gleichen Median haken.

Annahme:
Zwei unabhéngige Stichproben: fX; » F; i= 1;:::;ngund fY; » G; i=1;:::;mg.
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Hypothesen:

a) Ho:F =G gegen H1:F 6 G
b) Ho:F - G gegen Hj : 9xF (x) > G(x)
C) Ho:F, G gegen Hi : 9xF (x) < G(x)

Testglse:

X
i=1 j=1
mit (
1, wennYy; < X;

Dy = ohne Bindungen
| 0, wennY; > X;

1, wennY; < X
Dij = _0; wennY, = X mit Bindungen
i 1, wenny; > X;

Ablehnungskriterium fér Hy bei Signi kanzniveau ®:

...gute  Frage

Bemerkung:

Werte fllr den kritisc hen Bereich werden aus Tabelle abgelesen,n AbhAngigkeit welcher Testfall
gewahlt wurde.

6.9 Wilco xon-Rangsummen test

Es gibt zwei Arten diesesTestes.Die einfachere Art entspricht dem Mann-Whitney-T est, sie haken
zwar unterschiedliche Form, aber es handelt sich um densellen Test. Die andere Art hei%/atWilco-
xon signed rank test. Dieser testet ob der Median einer Verteilung von Di®erenzengleich Null
ist. Bei diesemTest spielen Bindungen keine Rolle.

6.10 Vorzeichentest

Teil Il
Biometrie 1

7 Evidenz

Was ist Evidenz?

{ unmittelbar einleuchtende Erkenrinis, eine Einsicht ohne methodische Vermittlung
{ available facts, circumstances,etc. indicating whether or not a thing is true or valid

Studien bilden Grundlage fiv Evidence-tasal Medicine
Wann sind Studien glaubwidig?

{ Keine systematister Verzerrungen
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{ Keine Zufallshefunde

{ Keine interessengeleiteteEin°u¥snahme
Simpson-P arado xon : Fasst man mehrere Gruppen zusammen,so kann sich die Aussage
der Einzelgruppen ins Gegerteil kehren. Bsp.: Erfolg von Therapie A und B soll untersucht
werden, ohne weitere Unterteilung ist Therapie B besser.Unterteilt man nun die Gruppen

auf Grund desMerkmals, an welcher Lokalisation die Therapie angewendet wurde, so stellt
sich Therapie A als die bessereheraus.

gleicher Informationsstand wichtig, z.B. bei Vergleich von 2 Therapien fehlen die Outcome-
Daten einer Therapie ! Missverhaltnis

Verzerrungenim ProzeYder Verd®entlichung

{ Publik ations Bias: Selektive Publikation signi kanter Ergebnisse(Signi k ante Studi-
en haben eine deutlich hdhere Wahrsdeinlichkeit verd®erlic ht zu werden!)

{ Verzdgerungs Bias: Scnellere Publikation signi kanter Ergebnisse(Time to publi-
cationis shorter forpositive trials)

{ Multiple Publik ation : Schein von Evidenz durch Mehrfachverd®erlic hung

{ Sprachen Bias: Sprachwahl je nach Ergebnis (The proportion of cortrolled trials with
statistically signi cant results was higher among reports published in English.)

{ Selektiv er Beric ht: Selektiver Bericht von signi kanten Endpunkten
Irreféhrung durch formal tadellose Studien:

{ Selektive Unterstéitzung von \erw dnschten" Studien
{ Mehrere kleine Marketing-Studien mit breitgestreuter Publikation

{ Suggestive Studien, deren Fragestellung nur unter einer ungede&ten Voraussetzung
sinnvoll ist: z.B.: Nachfolgerpréparat fii altes Medikamert(P atent abgelaufen!); Stu-
die zeigt: neuesPrAparat hat weniger Neberwirkungen (Marketingargumert!); aber:
Aquivalenzdosisbzgl. Wirkung bleibt unklar.

Irrefdhrung durch medizinische Daten

{ Zufallshefunde: kontrolliert durch Statistik
{ Systematishe Verzerrungen:kontrolliert durch Biasdiagnostik und Versuchsplanung

Diagnostik und Kon trolle von Verzerrungsquellen

Probleme beim Vergleic h unkontrollierter Studien
Vergleicdhbarkeit der Patienten: Alter, Stadium, Vorgesdichte
Unklare Selektion: Zuweisungspraxis
Vergleichbarkeit der Therapien: Dosierung, Applik ationsweise, zeitliche Gabe
De nition der Zielgrévse Erfolgskriterien

Unterschiedliche Behandlung von: Studienabbredern, Therapieversagern,missing values
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8.2 Herstellen der Vergleic hbark eit

Zeitpunkt Heterogenititsquellen Ziel

bei Eintritt in die Studie | Patientcharakteristika Strukturgleichheit
(bekannte und latente Faktoren, die
den Therapieerfolg beeinflussen)

wahrend der Behandlung Beobachtungs- und
Durchfiihrung der (Strategien bei Unvertraglichkeit der |Behandlungsgleich-
Studie Therapie, Zeitschema, supportive heit

MaRnahmen, Pflege)

Beobachtung
(Zeitschema, Beurteilungskriterien)

nach Beendigung der | Auswertung Auswertungsgleich-
Studie (Zahlweise nicht protokollgerecht heit
behandelter Patienten)

8.3 Strukturgleic hheit

Die zu vergleithenden Therapiegruppen unterscheiden sich nicht in der Verteilung relevanter
Stdrgrévaen(Gr dvzendie den Therapieerfolg beein°ussenkdnnen) vor Beginn der Studie. Struk-
turgleichkeit wird errreicht durch Randomisation.

8.4 Randomisation

Randomisation ist die zufallige Zuordnung der Patienten zu den Therapiegruppen

Bekannte und unbekannte Stérgrésenwverden dabei, gendgend gro¥seFallzahl vorausgesetzt,
gleichmAYiigauf die Therapiearme verteilt.

Jeder Patient hat die gleiche Chancein einender Therapiearme zu kommen.
Randomisationsergebnisdarf nicht vorhersagbarsein.
Voraussetzungder Randomisation:

{ Esgibt keine Beweisefir die Unterlegenheit einer Behandlungsmadalit At. (Prinzip der
vergleichbaren Unsicherheit)

{ Die Behandlungensind aufgrund ihrer Applik ationsweisezumutbar
{ Der Patient wird aufgekldrt und stimmt scriftlic h der Verfahrensweisezu.

Techniken zur Randomisation

{ einfache Randomisation
{ Blockrandomisation (Random Permuted Block Design)

Strati zierte Randomisation
{ Sind Stdrgrdserbekannt, werdenentsprechend der Kategorien dieserStérgréyserSchich-
ten (Strata) gebildet.

{ Die Randomisation erfolgt dann innerhalb der Schichten.

{ Adaptive Randomisationsalgorithmen Bei jeder Aufnahme eines Patienten wird die
aktuelle Verteilung bekannter Stérgrésenauf Therapiearme bericksichtigt (z.B. Mini-
mierungsverfahen nach Pocock, 1975)
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8.5 Minimierungsmetho de
Grundidee:
De niere ein Massfir Imbalancemit geeigneterBeréicksichtigung der Strati k ationsfaktoren

Bevorzuge Allokation, die globale Imbalance minimiert (deterministisch oder mit Zufalls-
komponerte)

Implementation der Minimierungsmethode am KKSL:

armi(i = 1;:::;t;t, 2) beredine einen Score:
hp r ’ [
ji=1 W ¢n(5j:mj);i + Wp €n;

sScore =
' Vi

V;: Randomisationsarieil von Arm i

r: Anzahl der Strati k ationsmerkmale
m;: Wert von S; fir den zu randomisierendenPatienten

N(s;=m,;);: aktuelle Anzahl der Patienten im Arm i, die im Strati k ationsmerkmal j den
Wert m; haben

w;: Gewicht fv Strati k ationsmerkmal j
wp: Gewidht filv Gesamtarmbilanz
n;: aktuelle Anzahl der Patienten in Arm i

Der Arm mit demkleinsten Scorewird mit Wahrsceinlichkeit pgenommenmit Wahrscdein-
lichkeit 1 p wird unter den restlichen Armen \gewifelt". (Falls p = 1 \deterministisc he
Randomisierung")

8.6 Behandlungsgleic hheit

Patienten missenin den zu vergleichenden Therapiegruppen gleich behandelt werden. Behand-
lungsgleichheitwird erreicht durch:

Blindv ersuthe
standardisiertes Vorgehenbei Behandlung
Einsatz von Placebo
Was kann im Rahmen einer Behandlung den Therapieerfolg beein®ussen?z.B.:
Begleittherapie
Prophylaktische MaYsnahmen
Therapiemodi k ation
Tednische Abl Aufe
Zuwendung des Arztes u. desP°egepersonals

) Unterscheiden sich diese Behandungsma¥Ysnahmerin den zu vergleichendenTherapiearmen,
kommt es zu Verzerrungen
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8.7 Blindv ersuch

Zuordnung der Patienten zuden Therapiearmen
Versuch unbekannt fiir
Patient behandelnden Beurteiler/
Arzt Biometriker
einfach blind #*
doppel blind #* *
dreifachblind #* * #*

O®ener Versuch: Die Zuordnung zu den Behandlungsgrupgen ist allen bekannt.

Blindv ersude sind bei leichter Erkennbarkeit der angewandten Therapie nicht mdglich bzw.
schwierig durchzufi@hren. z.B.:

{ unterschiedliche Nebenwirkung
{ unterschiedliche Applik ationsformen
{ Vergleich eineschirurgischen Eingri®s mit einer medikamert dsenBehandlung

\double dumm y"-T echnik : z.B. bei unterschiedlichem Zeitplan der Applik ation oder bei
unterschiedlichen Applikationsformen

Placeb o-E®ekte : Der Nachweis der therapeutischen Wirksamkeit ist erst gegelen, wenn
die Therapie wirksamer als die Placebobehandlungist.
8.8 Beobachtungsgleic hheit

Beobadtungsgleichheit bedeutet, gleiche MaYssibe in den Therapiearmen anzulegenbei der Be-
urteilung:

der Therapiedurchfdhrung
der unerwiinschten Neberwirkungen und
desTherapieerfolges
Wie sichert man Beobadtungsgleidhheit?
Blindv ersuthe
standardisierte Beobahtung u. Dokumentation

Reviewkeurteilung

8.9 Reviewb eurteilung

Reviewbeurteilungensind Beurteilungen von nicht oder nur schwer objektivierbaren diagnostisden
oder therapeutischen Merkmalen nach einemfestgelegtenVerfahrendurch quali zierte Gutachter,
die hinsichtlich aller anderenMerkmale in Unkenntnis gelassenwerden.

Variante 1: unabhéngigeBeurteilung durch jeden Gutachter ) Bildung einesGesanturteils
nach im Vorfeld de nierten Kriterien (Reliabilit At)

Variante 2: gemeinsameBeurteilung durch die Gutachter ) Bildung eines Gesanurteils
durch Konsens
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9.2

9.3

Studien-F ragestellung und Endpunkte

Prozess der Studienplan ung

Prézisierungder Studienfrage
Wahl des prim Aren Endpunktes

{ Konkurrierende Optimalit Atskriterien

{ Surrogat-Endpunkte

{ Palliativ e Situation

{ Abhéngigkeit des Studienergebnisseson der Wahl des Endpunktes

Wahl der Beobadtungseinheit
Ein- und Aussdlu¥akriterien

Fridhe oder spidte Randomisierung (am Bsp. StudiendesignCT; + CT, vs. CTy + RT)?

Problem Friihe Randomisierung | Spite Randomisierung
Akzeptanz bei glnstig Akzeptanzprobleme:
Patienten Alternativen zu

unterschiedlich
Abbriiche wéhrend Verzerrende StérgroRe Keine Verzerrung

der initialen (Vorsicht;
Chemotherapie Reprasentativitat)
Unsichere Remission Gefahr der Gefahr des Verlustes
nach initialer Beobachtungs- informativer Patienten
Chemotherapie ungleichheit

Ziel und Endpunkt
Ziel der Studie : Fragestellung,die durch die Studie beartwortet werden soll. z.B.:

{ Reduktion der peri-operativen Morbidit At
{ Verbesserungdes éberlebens(zu kl#ren: medianesBberleben ? 5-Jahres-Raten? .. J)

Endpunkt (Zielkriterium) :zur Beantwortung der StudienfrageerhobenesKriterium, wird
fiv jeden Patienten bestimmt. z.B.:

{ Morbidit At (Zeitraum, Diagnosen/Komplikationen, diagnostisthe Massnahmen)
{ Tod

Prim Are und sekund Are Ziele

Jede Studie sollte ein prim Ares Ziel haben:

{ Frage, die am meisteninteressiert
{ mussdurch Studiendesignadéquat beartwortbar sein

Daneben kénnen zusizlich sekund Are Ziele verfolgt werden:

{ weitere Aspekte zur Wirksamkeit
{ Sicherheit, Nebenwirkungen, Komplik ationen
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9.4 Wahl eines Endpunkts \b esser" ?

Konkurrierende Optimalit Atskriterien

Ethisc h : wenig invasiv, wenig Zusatzbelastung fér Patienten

Klinisc h : Unterscheide (nur), was filf den Patienten einen Unterschied machte
Statistisc h : m@glichst informativ e Skala: bindr < ordinal < kontinuierlich
Biometrisc h : verlasslitlh messbar:objektiv und reproduzierkar

Logistisc h : Ifickenlos messbar:einfad, billig, mit geringem Aufwand

9.5 Surrogatkriterien

Motiv ation féy den Einsatz von Surrogatkriterien : Klinisch relevanter Endpunkt . ..
tritt spét oder selten ein
ist nur invasiv oder teuer messbar

Surrogatkriterien sind meist chemischeoder physikalischeMess@rameter. z.B.:
Bluttfette statt kardiovaskuldrer Mortalit At
CD4-positive Zellen statt Bberlebenszeitbei AIDS
Tumormarker statt Bberlebenszeit

Vorsicht: Pharmak odynamisc he Wirkung 6 therap eutisc he Wirksamk eit

9.6 Wahl der Beobachtungseinheit
Studie 1

Frage: Wird Restenoseratedurch Art des Stents beein°u¥at (Material, Bauart, Besdich-
tung,...) ! Vergleich zwischen vier versdiedenenStents

Wirkung: lokal
Beobac htungseinheit:  Koronargefadvs

Studie 2

Frage: Wird Restenoseratedurch PDGF-Inhibition beein°u¥%t! Vergleidh zwischenPDGF-
Inhibitor und Placebo

Wirkung:  systemisd
Beobac htungseinheit:  Patient

9.7 Ein-und Ausschlu¥kriterien
Studienprotok oll 6 generelles Behandlungsk onzept

Prim Arziel einer Studie ist die KIArung einer Frage nicht die Organisation der Patientenver-
sorgung.

Welche Patienten gehéren in die Studie ?

{ Einschlu¥akriterien: Patienten, bei denender zu untersuchende E®ektdeutlich auftreten
sollte

{ Ausschlu¥skriterien:
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9.8

10

Patienten, die zu krank sind, um deutlich zu protieren

Patienten, die zu gesundsind, um deutlich zu protieren,

Patienten, bei denendie Zielgrévseschwer oder gar nicht messhr ist
Patienten, bei denendie Therapie zu riskant ersdeint

Patienten, bei denenmangelndeCompliance zu erwarten ist

Wabhl der Einschlu¥zkriterien: weit oder restriktiv ?

{ Argumente fiy weite Einschlu¥skriterien:

1. Gewinn an Aussagekaft eherdurch eine gréserdatientenzahl, als durch ein besser
de niertes Kollektiv

2. Breite Einschlu¥kriterien entschérfen das Problem der Generlisierbarkeit

Allgemeine Kriterien fiv Kausalit At
E®ektgidvsedeutlich

E®ekt passtin zeitliche Reihenfolge
E®ekt in unabhéngigen Studien reproduziertar
E®ekt zeigt Dosis-Wirkungs-Beziehung

E®ekt operational manipulierbar: (E®ekt verandert sich bei Hinzufidgen und Entfernen der
Ursache)

E®ekt konsistent mit dem Kenntnisstand der Substanzwissenduaft

E®ektist spezi sch - d.h. andere Ursachen kdnnen ausgeshlossenwerden.

W ahrscheinlic hkeit

10.1 Variabilit At von Versuchsergebnissen

Grunderfahrung  Zufall : Mit dem gleichen Eingri® erhAlt man bei biologiscth-medizinischen Ver-
suchen in der Regel untersc hiedlic he Ergebnisse audh, wenn man alle bekannten Stdrgréysen
ausschaltetund die Versuchskdingungenkonstant halt.

10.2

Induktion als Grundproblem der Statistik

Versude sind de facto nur an endlichen Stichproken durchfghrbar.

Der induktive Schluss Endlic he Stichprob e! Allgemeine Aussage #ber Versudsprin-
zip (Grundgesantheit) ist mit evidertialer UNSICHERHEIT behaftet.

Statistik kontrolliert dieseUnsicherheit und schidzt vor irr efdhrenden Zufallskefunden

10.3 Statistisc he Mo dellierung
Grundprobleme der Statistik
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1. Schitze unbekannte Parameter und beurteile die Genauigkeit

2. Beurteile Hypothesen@ber unbekannte Parameter

10.4 Was ist Wahrscheinlic hkeit?

De nition:  Sei (- ; G) ein meY¥bareiRaum und sei P eine Abbildung von Gin R. P hei%tWahr-
scheinlichkeitsma¥soder kurz eine Wahrsdeinlichkeit, wenn gilt:

A2G ) P, 0,
(An 2 Gfir allen2 Nund Aj\ Ay =; fiviék) ) P A, = P(A):
P() =1

Der mathematische Begri® der Wahrscheinlichkeit bedarf im Kontext der Erkenntnisgewinnung
einer Realinterpretation!
Zwei intuitive Quellen fér Wahrscheinlichkeit:

Stabile HAU gkeiten bei wiederholbarenVersudhen (besondersbei Symmetrie: W irfel, Urne
etc.) ! frequen tistisc her Wahrsc heinlic hk eitsb egri®

Rationale EinschAtzungen von Evertualit Aten beim Handeln unter Unsicherheit { Objekti-
viert sich als \fairer Wettquotient" ! personalistisc her (Bayes) Wahrscheinlic hkeits-
begri®

Mathematische Axiome gelten fir beide Realbegri®e.

10.5 frequen tistisc her Wahrscheinlic hkeitsb egri®

Wahrsdheinlichkeit ist nur de niert in Bezug auf (identisch) wiederhollarer Zufallsexperi-
mente.

Historische Protot ypen: Gleichverteilung durch Symmetrie, z.B. Urnenmodell, W irfel, Kar-
tenspiele etc.

Umgangssprablich geldu ge Wahrsdheinlichkeit von singuldren Ereignissen(z.B. Ergebnis
einesbestimmen Fu¥sballspiels)ist wissenschaftlichunde niert .

Die Wahrsdcheinlichkeit eines bestimmten Ergebnisseseines wiederholbaren Zufallsexperi-
ments |Asst sich durch die empirische HAu gkeit in einer hinreichend langen Serie von Ex-
perimenten approximativ schatzen.

Allerdings ist die Konvergenzder empirischen HAuU gkeiten nur stochastisch:

§'>0: lim P(ipni pi>")! 0
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Weil die Erkl &rung der Konvergenzder HAuU gkeiten gegendie \w ahre" Wahrscheinlichkeit
selbstden Wahrscheinlichkeitstegri® voraussetzt kann man die frequertistische Wahrsdein-
lichkeit nicht als rein empirische Eigenschaftvon HAu gkeitsfolgen konzeptualisieren.

Frequertistische Wahrsdheinlichkeit wird daher verstandenals objektive, aker latente Eigen-
schaft (identisch) wiederholtarer Zufallsexgerimente.

10.6 Bayes'scher Wahrscheinlic hk eitsb egri®

Bayes'sthie Wahrsdeinlichkeit: rationaler Grad von Glauken oder rationale Quanti zierung
von Unsicherheit.

Wahrsdeinlichkeit stellt subjektive Ungewissheitdar.

Rede @ber Wahrscheinlichkeit von Hypothesenerlaubt, auch wenn diese\an sich" wahr oder
falsch.

Bayes'shie Wahrsdeinlichkeit kann formalisiert werden als:
Rationale Wettquotien ten (de Finetti): (siehe spéater)
Erw eiterung der Logik auf Wahrheitswerte zwischen 0 und 1 (Je®reys):(siehe spater)

Induktiv esLernen bzgl. Wahrsdeinlichkeit von Hypothesen(Bayes'sde Lernformel)

10.6.1 Rationale Wettquotien ten

Wette zwischenX und Y bzgl. Proposition H:
X wettet auf H und setzt u

Y wettet auf: H und setztv

Der Gewinner bekommt: u+ v

Wettquotient von X : v

u+ v
Faire Wette = maximaler akzeptabler Wettquotient = Gewinnerwartung O:

pe(rv)+ (17 P e u)=0) p=

Fairer Wettquotient ist subjektive Wahrscheinlichkeit von X bzgl.H .

Rationalit Atskriterium fidr Systemevon Wetten:

{ System von Wetten irrational , Verlust bei allen m@dglichen Ausg Angen
{ SeiCryx (H) der grévateWettquotient, den X bzgl. H akzeptiert. Cry (H) kohdrert ,

Verlust féhrt.

Theorem (de Finetti) : Cry kohdrernt , Cryx erféllt Axiome der Wahrsdeinlichkeit mit
endlicher Additivit At
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10.6.2 Wabhrscheinlic hkeit als Erw eiterung der Logik
Ziel: Induktiv e (erkenntnisleitende) Logik als Erweiterung der Logik der Propositionen
Intuitiver Grundbegri®: q ist wahrsdeinlicher als r gegelen Wissen/Daten p:
agp> rjp
(222)
Frage Kann man diesenGrundbegri®

1. konsistert mit der Logik der Propositionen verwenden?
2. durch Daten/neues Wissen kohdrent zum Lernen verwenden?

Axiome:

1. Anordnung:
[ajp > rjp] oder [gjp < rjp] oder [gjp = rjp]

2. Transitivit At:
[gp> rjp] und [rjp> sjp]) [gip> sjp]

3. Konsistenz mit deduktiver Logik:
p! r) [pp=rjp= sicher]

4. Vertr Aglichkeit mit logischer Exklusion g; q° exklusiv und r;r° exklusiv und [gjp = rjp]
und [ofp=r9p]) [a_dip=r _r%pl

5. Quanti zierung und Normierung: Wahrsdeinlichkeiten gegeten p lassensich ordnungs-
erhaltend durch Pr auf [0; 1] abbilden.

6. Vertr Aglichkeit mit Konjuktion :
ptq! r) Pr(q”rjp) = Pr(qp)
7. Bedingte Wahrscheinlichkeit:
Pr(q” rjp) = Pr(qjp) ¢Pr(rig” p)
Theorem : Pr erfillt die Kolmogorov Axiome

10.6.3 Bayes'sche Lernformel

SeienHy;:::;Hx mdgliche Hypothesen dber ein Zufallsexperiment. Seien D die beobadteten
Daten. Sei P(H;);i = 1:::k, die Prior-W ahrsdeinlichkeit von H; vor Beobadtung der Daten.
(sieheaudh 3.8 auf Seite 15) Dann gilt:

Lik eliho od der ten gegeben H; Prjor
i 2

(D) = L Pr(DjH) Pr(H;)
FP—tZ'_—? "~ Pr(DjH;) ¢Pr(H;)
E {z }

Normierungsfaktor
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10.6.4 De nition der Lik eliho od-Funktion

Dichte von Y gehdre zu einer Familie von Verteilungsdichten f (£ ;y)dy mit £ 2 - (- Parame-
terraum) mit unbekanntem £.

Lik elihood(£ ;y) = fv (£;Y)

Falls y; unabhangig: Lik elihood(£ ;y) = Qi f(E;vi)

10.6.5 Beta-V erteilung

Trick: spezi ziere Prior als Beta-Verteilung (siehe Folie 30)

10.6.6 Wie wahlt man Prior?
1. Nicht informativ Beta(1;1) (Dichte konstart = 1)

2. Als Zusammenfassungller Vorinformation

Schétze plausibelsten Wert po
Scétze Sicherheit dieser SchAtzung als Aquivalert zu ng Beobahtungen

Prior: Beta(1+ pono; 1+ no(1i po))

\ | Frequen tisten | Bayesianer |
Daten: zuféllig, austausdbar gegeken
=identisch verteilt
Modelle: gegeten: wahr oder falsch | mehr oder weniger
meist unbekannt wahrsdeinlich
Scoye: nur wiederholbare Hypothesegber
Zufallsexperimente singuldre Ereignisse
Zufallsexperimente
Philsosophie: | Realismus/Ob jektivismus | Rationale, kohArente
Flair: Empirismus Bewertung von Unsicherheit

11 Diagnostisc he Tests

Def.: Méglichkeit der Einteilung, aufgrund einesMerkmals (z.B. Symptom), in Krankheit \ liegt
vor" und \liegt nicht vor": | Interpretation diesesMerkmals als\Diagnostischer Test". In diesem
Sinne hat man also:

natévliche Tests(z.B. Symptome)

konstruierte Symptome (z.B. normale/pathologische Laborwerte)

11.1 Kenngr #%endiagnostisc her Tests

S: Ereignis einesSymptoms, das auf Krankheit sdlievsenAsst; K : Ereignis einer Krankheit
P(K) Pr Avalenz
P(SjK) Sensitivit At
P(SjK) Spezit At
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P(K|S) positiv er Vorhersagew ert oder pr Adik ativ e Wert

P(SIK)P(K)
P(SIK)P(K)+ (1i P(SIK))(1i P(K))
SensitivitAt ¢Prévalenz
SensitivitAt ¢Prévalenz+ (1 Spezitat)(1j PrAvalen?

P(KjS) =

P(K|S) negativ er Vorhersagew ert

P(SIK)(1i P(K))
P(SIK)(1i P(K))+ (1i P(SjK))P(K)
Spezitat ¢(1i Pravalen?
SpezitAt ¢(1i PrAvalen + (1 Sensitivitdt) ¢Pravalenz

P(KjS) =

P (SjK) Wahrsdheinlichkeit fi¢ den Fehler 2. Art
P (SjK ) Wahrsdceinlichkeit fiér den Fehler 1. Art

11.2 Schlussfolgerungen

Weldche Schlussfolgerungenkann man aus einem positiven Test ziehen?
1. Wie gro¥ist die Wahrsdheinlichkeit, dassder Patient die Krankheit hat?
2. Sollich den Patienten auf die Krankheit behandeln?
3. Wie stark ist die Evidenz, die das Testergebnisliefert?
Mgéglich sind z.B.:
1. Der Patient hat die Krankheit wahrsdeinlich nicht.
2. Der Patient soll auf Krankheit K behandelt werden.

3. Das Testresultat liefert starke Evidenz, dassder Patient die Krankheit D hat.

11.3 Evidenz

Wasist \ Evidenz"? Informationsgewinn durch das Testergebnis
kann nur relativ bzgl. desVergleichs von zwei Hypothesenangegelen werden.
ist im statistischen Sinn ein Lik elihood-Verhdltnis (Lik elihood-Ratio):

P(SjK) _ Sensitivitat
P(SjK) 1i Spezit#t
P(SjK) _ 1 Sensitivitat
P(SjK)  Spezitat

LR(S)

LR (S)

Evidenz unabhéngig von PrAvalenz

Posterior Odds:
fiv positive Testergebnisse:

P(KjS) _ P(SK) P(K)

Pas PEK R

Posterior Odds LR: Info durch S  Prior Odds
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analog fiér negative Testergebnisse:

P(KjS) _ P(SiK) P(K)

&S RSy Ry

Posterior Odds LR: Info durch § Prior Odds

11.4 Schlussfolgerungen
Die aus diagnostischerSicht interessarten Fragen:
Wie wahrscheinlich ist das Vorliegen der Krankheit, wenn der Test positiv ausfélit?
Wie wahrscheinlich ist das Nicht-V orliegen der Krankheit, wenn der Test negativ ausfallt?

kénnen also aus alleiniger Kenntnis der Géteeigensbaft des Tests (SensitivitAt, Spezi t At) und
ohne Kenntnis der Prévalenz nicht beartwortet werden!

Um daraus Schlussfolgerungerfir (therapeutische) Aktionen ziehenzu kdnnen, sind noch weitere
Informationen ndtig!

Die (in den Daten erhaltene) Evidenz fif das Vorliegen der Krankheit gegember dem Nichtv or-
liegenwird durch das Verhdltnis (Lik elihood-Ratio) P (SjK )=P(SjK) allein bestimmt.

12 Beurteilung von Hyp othesen in drei statistisc hen Para-
digmata

12.1 Paradigmatisc he Leitfragen
Was soll ich glauken angesitits der Daten (!  Vorwissenbericksichtigen!)? \Ba yesianer"

Wie entscheideich zwischen Handlungsoptionen, aufgrund der Daten (! Entscheidungsre-
gel. Beriicksichtige Verlust-Funktion @ber mégliche Handlungsfolgen!)?\F requen tisten"

Was sagendie Daten bzgl. HypothesenA und B gber die unbekannten Parameter des Mo-
dells (! relative Evidenz, argumertativ e Kraft)? \Lik eliho odians"

12.2 Hyp othesenvergleich im frequen tistisc hen Paradigma
12.2.1 Neyman-P earson-T est

(siehe auch Riedel 6.1 auf Seite 35)

Die Verteilung Py der Zufallsvariablen X liegein einer Klassef Pj# 2 - g von Verteilungen. Be-
trachte eine disjunkte Zerlegung- = - o[ - ;1 desParameterraums.

Aufgale: Entscheidungsregelzwischen den HypothesenHg : #2 - gund Hy 1 # 2 - 1.

Allgemeine Form einer Entscheidungsregel:Sei Sy = fxjx 2 X g der Samplespaceder Zufallsva-
riablen X . Bilde disjunkte ZerlegungSyx = Sp[_S: und ertscheide: Falls x 2 Sp ) Ho annehmen,
fallsx 2 S;) H; annehmen!Viele Aufteilungen des Samplespacesind méglich. Weldhe sind gut?
Grundgedanke frequertistischer Verfahren: Kontrolliere die Giite einer Entscheidungsregeldurch
Verfahrenseigendtaften bei wiederholter Anwendung!

Entscheidungsregel-\orsclag von Neyman-P earson: Zeichne eine der Hyp othesenaus und kon-
trolliere die Wahrsdheinlichkeit einesFehlers erster Art bei wiederholter Anwendung des Verfah-
rens:Pr(x 2 S;j# 2 - o) - ®fily alle# 2 - o. Unter den Entscheidungsregelndie dieserBedingung
gendgen, wahle diejenige(n), welche -bei gegelener Fallzahl- die Power Pr(x 2 S;j# 2 - 1) = 1j —
mdglichst fiév alle # 2 - 1 gleichméYigmaximiert.

Charakteristik:

Entscheidungswerfahren zwisthen zwei Hypothesen
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Entscheide aufgrund der Daten!
Vorgegelene Verfahrensparameter(Sgini k anzniveau, Power)
Kontrolle Fehler erster Art

Lemma von Neyman-P earson: Bester Ablehungsbereich beim Test von Punkthypothesen
wird durch Q, _
LH der Daten unter Hy _ ;i f (Xijth) S

LH der Daten unter Ho = [, f (XijLo)

Cep ist in diesemFall der bestekritische Bereich mit der Grévse®. Man bestimmt damit den Test
mit maximaler Power bei gegelener Irrtumsw ahrscheinlichkeit.

Bei der Versuhsplanung kann nach Wahl des Testwerfahrens das Signi kanzniveau ® und die
gewdnschte Power 1§ ~ (bzgl. einer konkreten Alternativ ) vorgegelen und daraus die ndtige
Fallzahl errechnet werden. exgerimentum crucis

LR =

®

Entscheidungstheoretisc he Kiritik:
N.-P.-Ansatz propagiert ein allgemeinesstatistisches Entscheidungswerfahren als \ rational "

Rationalit 4t der Entscheidung hangt bei konkreten Entscheidungenvon der Bewertung der
Handlungsfolgen(Verlustfunktion) ab.

Bei geplarten Versudien kénnen ® und ~ nach Analyse der Handlungsfolgen sachgemals
gewdhlt und dann die Fallzahl bestimmt werden.

Werden N.-P.-Testsjedoch schematisch angewandt, wie diesin der Medizin leider die Regel
ist, ist die Rationalit & nicht gesidert.

Bayesianische Kritik:

N.-P.-Test kontrolliert die Fehler erster und zweiter Art. Dies suggeriert, eswerde die Wahr-
scheinlichkeit, einen Fehler zu machen, kontrolliert.

Kontrolliert werden aber nur die bedingten Wahrsdeinlichkeiten.

Die eigertlich interessierendeFehlerwahrscheinlichkeithAngt stark vom Prior ab und ist in
jedemFall | ®. (Berechnung: Pr(Fehler)= Pr(Hg) ¢®+ Pr(H;) ¢ )

Evidenztheoretisc he Kritik:

Bei ungenigenderFallzahl kann wegender Asymetrie der Fehler erster und zweiter Art eine
Hypotheseangenommenwerden, welche die Daten dramatisch unwahrscheinlicherersdeinen
|Asst, als die verworfene Gegenlypothese.

Kritik der Konditionalisten

Regeln,die sich an Verfahrenseigendeaften orientieren, kdnnenirreféhren, wenn zuféllig eine
unwahrscheinliche, aber bzgl. ihres Informationswerts extreme Stichprobe beobadtet wird.

57



12.2.2 Fisher-T est

Charakteristik:
Bberpnéh‘ung einer wissensbaftlichen Thoerie (Nullh ypothese)
Daten mit Theorie vertr Aglich?

p-Wert: Wahrsdheinlichkeit unter Ho einen so extremen oder extremeren Testwert zu beob-
adhten

p-Wert als Argument gegendie Nullhypothese

12.3 Logik des statistisc hen Tests
Beobadtet: Unterschied zwischen 2 Therapien A > B

MaYaWahrscheinlichkeit p, einensoldien Unterschied oder einennoch extremerenrein zufallig
(d.h. unter Giltigk eit der Nullhypothese) zu beobadten.

Statistischer Schluss: Falls p klein ist, ist entweder etwas sehr unwahrscheinlichespassiert
oder die Nullhypotheseist falsch Je kleiner p, desto unplausibler ist es,dassesessich um
einen Zufallskefund handelt.

Kon vention: p < 0:05(\signi k ant") ! Verdadt auf Zufallsbefund kann verworfen werden
Konstruktion einesTests:

W hle geeignetesDi®erenzma4T eststatistik)

Bestimme deren Zufallsverteilung unter der Nullhypothese

Legefest, was extrem hei%ersoll (z.B. einseitig vs. zweiseitig)

Mit beobadteten Wert Z der Teststatistik lesep-Wert an der Verteilung ab.
\Un terschied nicht signi kant" hei%t nicht \es gibt keinen Unterschied" !

Wenn Sie einen quartitativ relevanten Unterschied beobatten, wissen Sie nur, dass lhre
Fallzahl nicht ausreict, um bei der sich andeutenden E®ektgrdseeinen Zufallsbefund aus-
zusdlie¥sen.
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Denken Sie quartitativ, geben Sie einen Schatzwert fir die Di®erenzmit einem Kon denz-
intervall an.

Bestimmen Sie die ndtige Fallzahl bzw. analysierenSie die statistische Power lhrer Daten
\Un terschied signi kant" hei%t nicht \es gibt einenrelevantenUnterschied" !
p-Wert sind kein MaYafi die E®ektgmdyse da sie stark von der Fallzahl abhdngen.

Bei grovsenfFallzahlen kénnen audh irrelevant kleine Unterschiede \signi k ant" sein.

12.4 Hyp othesenvergleich im Lik eliho od-P aradigma

Law of Lik eliho od:

If hypothesisA implies that the probability that a random variable X takesthe value X is pa (x),
while hypothesisB implies that the probability is pg (x), then the obsenation X = x is evidence
supporting A over B if and only if pa (X) > pg (X), and the likelihood ratio, pa (X)=ps (x), measures
the strength of that evidence.

Die relative Evidenz (Plausibilit &) von Punkthypothesen(# = #,) wird durch die Lik elihoo-
dratio gemessen:
Pr(Dj#1)

LR (#1 VS. #0) = m

LRs kénnendirekt interpretiert werden, als \das was die Daten relativ #o und #; sagen".
Limitationen :

{ Likelihoodratios zwischen Mengenvon Paramtern (Hyp othesen)sind nicht sinnvoll de-
“nierbar.

{ Oft interessiert nur eine Komponerte von # = (; A). A ist eine Stdrgrév.e(\n uisance
paramter”). Es gibt verstiedeneHilfskonstruktionen um St@rparameter zu eliminieren,
z.B. gesbAtzte Likelihood: ersetzeA durch den Maximum-Likelihoodschatzer A und
analysieredie Likelihood als Funktion von , allein.

Rechtfertigung des Lik eliho od Verfahrens : Methodisch stellt sich dennoch die Frage
nach den Verfahrenseigendtaften von Lik elihood-Sclussweisen: Wie wahrscheinlichist es
durch Likelihoodratios in die Irr e geféhrt zu werden?

{ Satz: SeienH, und Hg Hypotheseng@ber die ZufallsgrélseX mit Wahrsdeinlichkeits-
verteilung Pra (x) und Prg (X).
\Falls B wabhr ist, ist esunwahrscheinlich starke Evidenz fév A zu beobadten.”
SeiB wahr und k > 1, dann gilt:

H Pra(x) f

P
" Prax)

% (missleading)

{ Satz von Robbins: Sei LR, die beobadtete Likelihoodratio nach n Beobadtungen
n=1,:::;1 . Dann gilt:

1

E; 8k, 1 (weak)

Dies bedeutet, dassein Experimentator, der seineStudie solangefortf éhren will, bis ein

genehmesResultat herauslommt, schlechte Karten hat.

Pr(LR,, kfévreinn, 1)-

Fehler im Lik eliho od-P aradigma: Bei Planung einer Studie im Lik elihood-Paradigma
interessiererzwei Fehlerwahrsdeinlichkeiten: gegelen zwei Hyp othesen,einedavon seiwahr:
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{ Wahrsdcheinlichkeit M (k) starke Evidenz fir falsche Hypothesenzu beobadten. (immer
< })
k

{ Wabhrsdeinlichkeit W (k) nur schwache relative Evidenz zu beobadten. (Fallzahlen!)
12.5 Hyp othesenvergleich im Bayesianischen Paradigma

Bayesianerersetzendie Lik elihoodratio durch den Bayes-Faktor (p osterior probabilit y ratio)

Pr(#.jD; Prior )
Pr(#ojD; Prior )

BF (#1 VS. #0) =
mit Daten D.
Damit sind auch Mengen von Hypothesenvergleichbar:
Prior Pr(#) auf Parameterraum# 2 -.
Likelihoodfunktion: Pr(Dj#) (D Daten)

Posterior: )
Pr(Dj#) ¢Pr(#)

Pr(Dj#9 ¢Pr (#9d#0

Pr(#jD; Prior ) = R

Posteriorwahrsceinlichkeit fé¢ Menge von Parametern - ; % -:

R
ot D P ¢ oD prioy | < e PT(DIF) OPT ()
r(#2 -4jD; Prior ) = F(#D; Prior ) = Rog D740 opr (@0 o

12.6 Ein°uss des Stichprob enraums auf Evidenz

Daten aus Zufallsexperiment kénnenirrefghrend sein. Dagegenkann man sich im Einzelfall
nicht schiiizen.

Die Evidenz aus einem Zufallsexperimert liegt aber geradein den zuféllig erhaltenen Daten.

Frequertisten behandelnerhaltene Daten als zuféllig unter vielen auchm@glichenDatensétzen
im Stichprobenraum und basierenihre Schldsseauf verfahrenseigendeaften.

Lik elihoodians und Bayesianerdagegengehenvon den einmaligengegelenenkonkreten Daten
als Basis statistischer Evidenz aus.

Eine wesettlic he Kritik an frequertistischen Verfahren ist der Ein°uss des Stichprobenrau-
mes d.h. auch méglicher aber eben nicht realisierter Stichproben auf den Scluss aus gege-
benenDaten.

12.7 Problem der Beurteilung kum ulierender Daten

Eine Versutsreihevon n Beobaditungen sollte die Nullhypothesezum Niveauvon 5% ableh-
nen. Der durchgefihrte Testlehnt die Nullhypothesejedoch nicht ab. Die Behauptung, das
auch keine Erhghung der Beobaditungsanzahl zu einer Ablehnung der Nullhypothse fihrt,
soll im folgendennéher untersucht werden.

Einfachster Fall: zieheBeobadhtungen ausx; » N (0; 1), teste nach n; Beobadtungen. Falls
noch nicht signi kant, teste nach weiteren n, Beobadtungen. Die Wahrscheinlichkeit die
Nullhypotheseabzulehnen,Pr(rej(Ho)), wenn sie wahr ist, ist:

Pr(rej(HO)) = Pr(rejTestl(HO)) + (1i Pr(rejTestl(HO)) ¢|Dr(rejTest2(HO{)J: I'ejTestl(HO)%

bedingte Power > 0

> Pr (rejTestl(HO))
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Testet man beide Male zum Signi kanzniveau® = 0:05, dann wird der Fehler erster Art fir
die Gesamtstategie in°ationiert . Daher gibt essogn. Sequentialplane fér mehrfach Teststra-
tegien auf kumulierenden Daten. Man testet jeweils mit nominell niedrigeren ® < ®° um
insgesan den Fehler erster Art zu kontrollieren.

Testet man immer wieder auf kumulierten Daten, so bekommt man mit Wahrscheinlichkeit
1 irgendwann einmal ein signi kantes Resultat, auch wenn die Nullhypothesewabhr ist! Dies
folgt aus dem Satz desiterierten Logarithmus.

Satz vom iterierten Logarithm us: SeienXq;:::; X, identisch verteilt mit Varianz ¥#
und Erwartungswert * . Dann gilt:
S )
limay  sup-p=octl 2 = 41 fast dberall
p 2n¥2Ininn
. (X t) )
limyy  inf pE=—=————2- = j 1 fast dberall
2n¥£Ininn

P .
d.h. der kleinste Korridor, der im weserlichen die Folgen (X j 2X;) entahlt, ist:

p p
(i 2n¥Ininn;+ 2n¥2Ininn);n= 1;2;:::

12.8 Grupp ensequentielle Designs
Anzahl der Zwischenausvertungen vorher festgelegt
nach jeder Auswertung: Entsheidung éber Fortf ghrung
\ Signi kanzkorrektur": Einzeltests mit einem kleineren ®-Niveau; bei Endauswertung ist

Gesam-® \v erbraudct"

12.9 Eviden tiale Irrelev anz des Stopp-Kriteriums

entspricht dem Stand einer Studie nach jeweils ] Beobaditungen. Besdreibe ¢; (X1) die Wahr-
scheinlichkeit im j -ten Sdritt die Studie abzubreden.
Die Likelihood daféy, dassdie Studie nach n Scritten mit Ergebnis X " stoppt, ist:

ny 1l )
f(n: X "j#) = A i , "y (X"
(n; X"j#) - Fll q(x{%) Cén (X ; (X"j#)

unabh Angig von #

Daher hangt relative Edenz @ber # nicht von ¢ ab!!

12.10 Statistisc he Evidenz
Evidenz ist \das, was die Daten sagen".

Eine Studie bestelt aus N 1 (als identisch angenommen)Wiederholungen eines (mehr

B

oder weniger) bestimmten Zufallsexperimerts.

Die Daten sagenetwas @ber die relative empirische Plausibilit A4t von statistischen Modellen,
welche den wiederholten Zufallsmedanismus besdireibt.

mdgliche Postulate:

{ Evidenz soll weitgehendallein auf den jeweiligen Daten beruhen (Empirisc h).

{ Evidenz soll weitestgehendvon Meinungenund Interpretationen unabhéngig sein(Ob jektiv ).
Evidenz ist Interpretandum.
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{ Evidenz ist zeitlos und fir die allgemeinesciertic¢ community (wissenschattlic h).

Evidenz ist unabhéngig von méglichen konkreten Entscheidungs-oder Handlungs-
szenarien,in welche die Studie eingelettet sein mag.

Evidenz ist Grundlage von Entscheidungen, kann jedoch allein keine Pr#ferenz
bestimmen.

{ Evidenz kann frei und unabhéngig akkumulieren (kum ulativ ). InsbesonderehAngt die
Evidenz von Studiendaten und

nicht von der Sampling-Strategie der Studie ab (sofern keine Einzeldaten selekti-
viert werden)

nicht davon ab, was auch hétte passierenk@dnnen, aber nicht passiertist (d.h. nicht
vom Stichprokenraum)

nicht davon ab, was der Studienleiter sich vor, wahrend oder nach dem Versud
gedatt oder nicht gedatt hat

nicht davon ab, ob jemand die akkumulierenden Daten angeseherhat oder nicht
(stopping rule)

nicht davon ab, weldche unabhangigen anderen Studien simultan parallel durch-
gefdhrt werden (Multiplizit ~ At).

{ Evidenz betri®t gleicherma¥enralle statistischen Modelle des studierten Zufallsmeda-
nismus (Mo dellneutral )

Sie ist unabhéngig davon, welchen Modell-Kontrast oder welche Hypothesender
Studienleiter zu studieren beabsiditigte oder nicht.

Lik eliho odratio als EvidenzmaVa:

{ Ein EvidenzmaYusoll diese Postulate erféllen und zusatzlich als Verfahren die Gefahr
der Irrefdhrung durch statistische Fehler kontrollieren.

{ Die Likelihoodratio erfillt dieseBedingungen.
{ Allerdings ist dieser Evidenzbegri® ziemlich abstrakt.

{ Im Nachgang zur Evidenz aus Daten entstehen immer Fragen der Interpretation und
Entscheidung die zusétzliche ErwAgungenerfordern.

13 SchAtzen in drei statistisc hen Paradigmata

13.1 Frequentistisc he Kon denzin terv alle
Gegelen:

{ Modellfamilie mit interessierendemParameter #
{ Stichprobe (Daten) x
{ Schatzer #(x) filr # aus der Stichprobe

Problemstellung:

{ ®ist eine Zufallsvariable
{ Beurteile die Genauigkeit der Schatzung
{ Ideal wAre jB(x) i #j, aber # ist unbekannt ...

Ansatz:

{ Statt Genauigkeit der konkreten Schatzung ﬁ(x), bestireibe die Genauigkeit desScatzverfahrens
@() bei wiederholter Anwednung.
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Vorgehen: Berechne (als Stichprobenfuktion) ein zufalliges Intervall €1 (x) mit folgenden
Eigenstaften:

{ #(x) in €1 (x) per constrution (je Ausfihrung/Konstruktion) und

{ Bb erdec kungsw ahrsc heinlic hkeit Pr(# 2 €1 (X))) , 1j ® fiy virtuelle Wiederho-
lungen desVersudis X und alle relevanten #°.

Bedeutung: 95%-Kon denzintervall
{ Bei wiederholter unabhAngiger Anwendung des Konstruktionsverfahrens erthAlt das
(zufdllige) Kon denzintervall in 95% aller FAlle den \w ahren" Wert.
{ Im gegelenenFall liegt jeweils der wahre Wert im Intervall oder auch nicht ?!

{ Wahrsdeinlichkeitsaussagerdaréber, ob der wahre Wert in einem gegelenenIntervall
liegt, kdnnen nur Bayesianerformulieren ...

13.2 Dualit At: Signik anztests - Kon denzin terv alle (frequen tistisc h)
Gegegelen eine Familie von Modellen M (#) mit # 2 - und Daten Xx.

1. Sei?( #) eine Familie # 2 - von Signi kanz-Tests zum Niveau ® der HypothesenH (#o) :
#= #0
1: ablehnen

a( #)(x) =
(#)() 0: beibehalten

Dann de niert Cl(x) = f#2 - j3( #)(x) = Og einelj ® Kon denzmenge.
Beweis:Pr(#2 CI(xX)) = Pr3( #)(x)=0)=1; ®
2. SeiCl ein Verfahren zur Bestimmung von 1j ® Kon denzmengen, d.h. Pr(# 2 CI(x)) =
1i ®). Dann de niert (
1: falls # 62CI (x)
0: falls# 2 CI (x)

eine Familie von Niveau ® Signi kanztests.

A #(x) =

13.3 Lik eliho od Pr Azisionsin terv alle
Gegelen:

{ Modellfamilie mit interessierendemParameter #
{ Stichprobe (Daten) x

Problemstellung:

{ Fivx Weldwesﬁ(x) werden Daten am bestenbesdrieben?
{ Welche # sind plausible Werte gegelen die Daten?

Maximum Lik elihood Schatzer: siehe5.4 auf Seite 31

Normierte Lik elihoodfunktion: )
L (#)x)

R(#jx) = o

Prézisionsirtervall (Menge = plausibler Modelle)

{ PI(x) = f#jR(#jx), rg
1 1

zBir=—-,r=— ...
{ 81 21
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13.4 Bayesianische Credible Interv alls
Gegelen:

{ Modellfamilie mit interessierendemParameter #
{ Stichprobe (Daten) x

Problemstellung:

{ Bestimme Intervall (Menge) in dem mit vorgegetener (Bayes'stier) Wahrsdeinlichkeit
1; ® der wahre Parameter # liegt.

Bayes'shiesLernen: (Formel siehe 10.6.3 auf Seite 53)
Pr(#jx) besdireibt Bayes'shie Wahrsdeinlichkeit der Modelle M (#) nach Beobaditung von
X. Ein 1j ® Credible Intervall ist ein Intervall Crl (x) mit

z

Pr(#jx)d#=1; ®
Crl(x)

Sprechweise: \Mit  95% Bayes'stier Wahrsdeinlichkeit liegt # 2 Crl (x)." Achtung: nicht
frequertistischer Wahrsdeinlichkeitsbegri®

13.5 Subgrupp enanalyse
13.5.1 Allgemeines

Bsp.: Bei randomisierten Therapievergleich ist keinerlei Unterschied zu beobaditen. Nach Sub-
gruppenanalysenach Geburtsmonat ist bei einembest. Monat ein formal signi kanter Unterschied
zu beobaditen, bei einem anderen Monat ist jedoch ein Trend in entgegengesetzteRichtung zu
beobaditen.

) Multiplizit Atsproblem

Innerhalb einer Studie werden mehrere statistische Test durchgeféhrt:

Wenn jeder dieser Tests eine geplarte eigens#éndige Fragestellung beartwortet, dann ist
allesin Ordnung. Dann ist esso, wie wenn man mehrere eigenstndige Studien auf einmal
durchgefdhrt hatten.

Wenn aber dieseTestsdazu verwendet werden,um ungeplart nach signi kanten Ergebnissen
zu suchen, dann kann man schwer von mehreren eigenséndigen Studien spredien. In so
einem Fall mussdas Signi kanzniveauvon 5% fi die Gesantstudie eingehaltenwerden. Die
p-Werte der einzelnendurchgefdhrten Tests missendemertsprechend adjustiert werden.

Wahrsdheinlichkeit bei n unabhAngigenTest zum ® = 0:05 Niveau mindestenseinen signi -
kanten Subgruppene®ektzu bekommen ist:

Pr(mind. ein Testsignikant) = 1j (1; ®)"

13.5.2 Frequen tistisc her Umgang mit Multiplizit Atsproblem

Bonferroni-Adjustierung:
{ Ziel: Kontrolle der Wahrscheinlichkeit bei n Tests mindestenseinen Fehler 1. Art zu
begehen.
{ Pr(mind. ein Testsignikant) = 1; (1j ®"

®

{ Einzeltests zum Niveau @° = . I kontrolliert Gesanifehlerwahrsdeinlichkeit

{ zunehmendikerkonservativ, wenn n gro¥a.
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Bonferroni-Holm-Adjustierung:

{ etwasweniger konsenatives Verfahren
{ sortierep; < p2 < ::ipn
. . ® G .
{ vergleiche p; mit —, p, mit ——, ...p, Mit ®
n nj 1l
{ breche ab, sobald einmal nicht signi kant
13.5.3 Bayesianische Subgrupp en-Analyse { Fall disjunkter Subgrupp en
struktureller Prior:

{ Subgruppen hinreichend Ahnlich um Zusammenfassungdn einer Studie zu rechtfertigen.

{ Keine Subgruppe ausgezeibnet.
{ Heterogenitat der Subgruppene®ekteplausibel, aber in unklarer Gré¥enordaong

(Rest siehe Skript HasencleverVE \Schatzenin drei Paradigmata”, S. 23)

14 Fallzahlk alkulation bei klinisc hen Studien

14.1 Motiv ation

Warum Fallzahlplanung?
zu kleine Studien:

{ dedken selbst gro¥seUnterschiede kaum auf
{ bessereBehandlung wird evtl. nicht etabliert

Zu grovzeStudien:

{ \verbrauchen" mehr Patienten als ndtig
{ macdhen auc irrelevant kleine E®ekte sichtbar

14.2 Fallzahlplan ung

Fiv die Fallzahlplanung ist festzulegen:
Mit welchem prim Aren Endpunkt soll der Erfolg einer Therapie gemesserwerden?
Mit welchem statistischen Werkzeug (T est) wird er ausgevertet?
Weldcher Unterschied soll aufgede&t werden?
Mit weldher Varianz, die diesenUnterschied \v erwischt", mussgeredinet werden?
Wie gro¥dikfen die Fehlerraten der statistischen Diagnostik sein?

Welcher Anteil von Drop-outs wird erwartet?
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14.3 Planung: Endpunkt und Test
Der primAre Endpunkt soll

den zu beurteilenden medizinischen Sadwerhalt adAquat und mit hohem Informationswert
abbilden

gut reproduzierkar sein

mdglichst einfach und bei allen Patienten zu erheben sein
Die statistische Methode soll

auf die Fragestelung abgestimnt sein

die Information aus dem Endpunkt gut ausrutzen

14.4 Planung: Therapieun tersc hied
Kl Aren:
Wasist der kleinste klinisch relevante Unterschied?
Welcher Unterschied wird realistisch erwartet?
Falls \erwartet" < \relevant": Ist die Studie Aberhaupt sinnvoll?
Quellen zur Schatzung des Unterschieds:
Niveau des Standards aus Erfahrung
Niveau desexperimertg]len Arms z.B. aus Daten einer Pilotstudie, aus Theorie (Modellrech-
nungen), oder E®ektgm¥sernvergleichbarer Studien
14.5 Planung: Varianzsc hAtzung
Informationsquellen zu VarianzshAtzung:
vorhandener Datensatz

Literatur (explizite Angabe oder detektivisch beredinen z.B. aus berichtetem P-Wert, Mit-
telwertsdi®erenzund Fallzahl)

Vorversud
Berednung aus einer mutma¥ilichen Werteverteilung

Simulation auf Grundlage einesModells éber das Zustandekommen der betrachteten Grévse

14.6 Planung: Statistisc he Fehlergr g8ven
ICH guidline E9 (Statistical Principles for Clinical Trials)
Fehler erster Art: - 5%

Fehler zweiter Art: 10%; 20%
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14.7 Planung: Drop-outs

Drop-out-Rate bei routinemavsigerNachkontrollen der Standardtherapie kann als Planungs-
grundlage dienen.

Gberlegen:Wassind die mdglichen Ursachen fiy Drop-out? Wie kann ihnen entgegengewirkt
werden?

Die Zahl der rekrutierten Patienten wird so festgelegt,dassnach Abzug der angenommenen
Drop-out-Rate die angestrebteZahl auswerttarer Falle erreicht wird.

Achtung: Informativ e Drop-outs verzerren die E®ekte. Das IAsst sich nicht durch hdhere
Fallzahlen korrigieren

14.8 Determinaten der Fallzahl
Fallzahl steigt mit
kleinerem gewdnschten Signi kanzniveau ®
gréserelgewdnscter Power

kleinerem aufzudekendemUnterschied (anndhernd quadratisch: halber Unterschied, vierfa-
che Fallzahl)

gré/sereVarianz des Endpunkts
hdhere Drop-out-Rate
Cave: Fallzahl sehr sensitiv gegember einigen Annahmen. Deswegen Poweranalyse: Wie Andert

sich die Power bei geplarter Fallzahl und variierenden Planungsparametern?

149 Biometrie + Statistik

Biometrie: Anlegen einesMeYaverkzeugsan einen biologischen Sadwerhalt
préAzise Formulierung der klinischen Fragestellung
Pridfung méglicher Designs,Designoptimierung

FestlegungdesRegimesder Erhebung endpunktrelevanter Informationen und der Werkzeuge
dafiv

De nition desEndpunkts
FestlegunggeeigneterProzeduren, welche die valide Erhebung des Endpunkts sichern

Besdha®ungvon Informationen, welche die voraussiditlic he Datenlage beim Endpunkt erah-
nen lassen

Statistik: Rednen mit Wahrsdeinlichkeiten

{ Festlegungder Auswertungsmethode
{ Zusammenstellungder quartitativ en Parameter zur Fallzahlberedinung
{ Durchfghrung der Berechnung
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14.10 Frequentistisc he Fallzahlplan ung
Einfachster Fall: X; » N (#; %), 3% seibekannt
Einseitiges Testproblem:Hg : # - 0 gegenH; : #> 0
Stichprobe desUmfangs n

TestgidseZ = 7“p n »Ho N (0;1) (Bemerkung: eigertlich misstevon X, noch # abgezo-

genwerden, da aber # Y40 It. Hq ist, fehlt dies.)
) LehneHg ab, falls Z > z3; ¢

Planungsworgaben: ¢: relevanter Unterschied, filk den Fehler zweiter Art kontrolliert, bzw.
die Power garartiert werdensoll. 1; =~ Powervorgabe.

VeHenung dfr Teststatistik Z unter der konkreten Alternative H¢ : X; » N (¢ ;3%%), Z »
N *Pa n,1
Y,

Powerbedingung:

H ¢p _ﬂ Hep_
1i = Pr(rej(Ho)jHe¢) = Pr(Z > Zy;0jHe¢ ) = 1i © Zy i 3—/4 =0 % Ni Zi e
. — ¢p_
) Zy - =01 )= 3 NiZie
erforderliche Fallzahl (Au°® dsenobiger Gleichung nach n):
~\2
h= (& ®;f fu )
2
H ¢ 1
3 hei%te®ektiver Unterschied (¢ in Einheiten der Standardabweichung)
4

Falls man %nicht kennt, mussman

{ fi¥ Planungszvede ¥vorab abshatzen (\guestimate")
{ in der Formel statt der Normalverteilung die t-Verteilung verwenden

Annliche (meist komplizierter Formeln) fiv andereVariablen-Typen (z.B. bindr) und Design-
Typen (z.B. zwei Gruppen-Vergleic)

Paradox der Studienplan ung: Um eine Studie optimal planen zu kénnen, sollte man
besserihr Ergebnis kennen...

14.11 Fallzahlplan ung im Lik eliho odparadigma
Einfachster Fall: X » [;3%%), %% bekannt
Hypothesenpaar:H : # = #;, gegenHg : #, = #;
Stichprobe desUmfangs n, Beobadtung X

MavYafir die Evidenz:
f(Xj#1+ £%)

LR = &9
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Wahrsdheinlichkeit fiv \ missleading eviden@" fir Hg, falls Hy wabhr ist:

Ma(K) = Pra(LR , k)

Wahrsdeinlichkeit fiv starke Evidenz fév die richtige Hypothese:

u T
Pra LR - K

Wahrsdheinlichkeit fir \weak eviden@" (starke Evidenz fif keine der beiden Alternativ en):

hy 1
WA(k): Pra E - LR - k

Wihle n so, dassdiese Wahrscheinlichkeiten akzeptalel sind.

14.12 Fallzahlplan ung im Lik eliho odparadigma

Mittels der Pradiktiv en-Verteilung mgglicher Beobadtungen kann man nun z.B. bzgl. einesplau-
siblen Priors die pradiktive Wahrscheinlichkeit in Abhdngigkeitvon n dafir ausretinen, dassman
nach Vorliegen der Daten die resultierende Posteriorverteilung Pr(# , #,) , 1i ® erfdlt und
danad die Fallzahl auswéhlen.
(Details zur Fallzahlplanungim Likelihood- und Bayes'schenParadigma siehe Skript Hasenclever
\F allzahlkalkulatior' S. 23 ®.)

15 Zeit-bis-zum-Ereignis  Daten (@berlebenszeitdaten)

Zeit von einem de nierten Beginn bis zum Eintreten einesde nierten Ereignisses

{ Diagnosebis Tod
{ Diagnosebis Rezidiv

{..

Formal also eine positive metrische ZufallsgréeT > 0

Besdireibung durch invers-kunulierte Verteilungskurven (\ Aberlebenskurven"):

X9 die empirische Verteilungsfunktion

F(x) := Pr(X < x). Bezeidine B, (x) := #f"‘x+<

8,(x) = #1Tkixk . xg ij: - X921 By(x)

bezeihinet man als invers-kumulierte Verteilungsfunktion.

Bezeidine ¢ , = sUp; < +1 jlif”n X)i FX)j=1i B, Fjj den Abstand in der Suprenums-
norm.

Nach dem Hauptsatz der math. Statistik gilt (Gliwenko, sieheauch 5.1 auf Seite 26):
Pr(nl!ilm (¢cn)=0=1

Anders gesagt:Zu vorgegelener Genauigkeit 2 und angestrebterKon genz 1 + gibt esein
No, sodassPr(sup, n, - 2), 1j *
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Beliebigeunabhéngige Wiederholkarkeit vorausgesetzt]asstsich F (x) kei hinreichendenRes-
sourcen (n gro¥a) beliebig genaumit vorgegekener Sicherheit bestimmen.

Satz von Kolmogorov (sieheauch 5.1 auf Seite 26):

( P, ,
Ky) = 2n G D¥expi Y%y >0

. p_
lim Pr( n¢, - =
o ( noY) oy- 0

K (y) 2 [0;1]und ist tabelliert. Im Hauptsatz suchey zulj +mit K(y) = 1j £und bestimme
dann ng so,dassp)Lﬁ - 2fjy allen , no.

Problem: zensierte Daten

{ nicht bei allen Patienten wird das Ereignis beobadtet
{ gegekennur :

Zeit bis Ereignis oder bis zur letzten Beobachtung
Status-Indikator: Ereignis eingetreten ja/nein

{ Bbersicht der Zensur-Typen

T = t (reguldre Beobadtung)

T 2 (C;1 ] (rechtszensiert, C Zeit der letzen Beobadtung)
T 2 [0; C) (linkszensiert, C Zeit erster Beobattung)

T 2 (Cy; Cy) (intervallzensiert)

Im weiterenwerdennur Technikenzum Umgangmit rechts-zensiertenDaten (hAu gstem
Zensurtyp) behandelt.

{ Kaplan-Meier Schitzer (siehe 15.3 auf der nAchsten Seite)
Vorsicht: GAngige Auswertungstechniken nur fiv nicht-informative Zensurmedanismen

Grund fér das Ende der Beobahtung muss unabhangig vom Risiko fir das Ereignis sein
(unter allen Patienten die mind. bis zur gegetenenZeit ohne Ereignis beobadtet wurden).

Beispiel filr informativ e Zensur: Ereignis=T od.
Vorsicht: Informativ e Zensurmetanismen

{ Methoden zum Sdatzen von Bberlebenskurven setzenin der Regel voraus, dass der
Zensurmedanismus unabhéngig von dem Ereignis-Hazard ist.

{ D.h. zensierte Patienten unterscheiden sich bzgl. des interessierendenEreignisrisikos
nicht von weiterbeobadtteten Patienten

{ Ist dieseBedingung verletzt, kénnen grobe Verzerrungenauftreten.

Vorsicht: Kaplan Meier Kurven werden zum Ende hin instabil! (z.B. Patient mit lAngstem
Follow-up hat Ereignis! Kurve fallt auf 0

15.1 De nitionen

; R
invers kum ulierte Verteilungsfunktion: (Bberlebendsfunktion) S(t) = 1j F(t) = tl f(¢)de

Wahrsdeinlichkeit, dassdas Ereignis bis t nicht aufgetreten ist.

kum ulierte Verteilungsfunktion: F (t) Wahrscheinlichkeit, dassdas Ereignis bis t aufgetreten

ISt.

Verteilungsdic hte: f(t) = F(t)°= (1 S(t)9 Wahrsceinlichkeit, dass das Ereignis bis zum

Zeitpunkt t auftritt.
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f®_ . d

Hazardfunktion:  (instante Ereignisrate, Ausfallrate) h(t) = oM e

In(S(1))
, . R
kum ulativ e Hazardfunktion:  H(t) = jh(¢)de =i In(S(1))

15.2 Hazardfunktion
Bedingte Ereignisrate:
Pr(t- T- t+¢tjT, t)
¢t

z.B. Sterberate zwischen 45: und 46. Geburtstag (¢ = 1 Jahr). Mit ¢t ! erhAdlt man instantane
bedingte Ereignisrate = Hazardfunktion:

Prit- T t+¢tT . t)
¢t

o= i,

) R )
Falls flir S(t) = * f (¢)d¢ soist fidr kleine ¢ t

. L f@et
Prit- T- t+CtjT, t) % S0
_f®_.d
) h(O)= gy =i g NS

Daraus folgt umgekehrt:
Z, Vvt
S(t) = exp(i . h(¢)de) = . (i h()de)
sogenantes Produktintegral (="unendlic hes Produkt"). Heuristik :
% Z. Z
. (i h(¢)de) = exp(in( . (Li h(¢)de)))” = " exp( . In(1i h(¢)de)) Yaexp(i . h(¢)de) = S(t)

(Kaplan-Meier-Schitzer ist Diskretisierung dieser Produktin tegral-Formel)

15.3 Kaplan Meier Schatzer

Bei Vorliegenvon Zensur kdnnen Bberlebenskurven nicht mehr durch einfade HAu gkeiten
gesbAtzt werden.

Idee: Um bis zum Zeitpunkt t zu Bberleben, muss ein Patient alle Zeitpunkte vorher, an
denejemand gestorben ist, Bberleben.

#1; dberlebt

Bedingte Wahrsdheinlichkeit: Pr(T > t;jT , tj) % #bis 1, beobadiet

Kaplan Meier Schatzer = product limit estimator

Aus den Daten bestimme die distinkten Ereigniszeitpunkte: t; < t; < ::: < tx Seid; =
#Ereignisse zu tj, n; = # Patienten, die zum Zeitpunkt t; unter Risiko stehen
Y Y Lln_ oo Ll y H d Il
8(t) = Or(T> 4T, t)= b B 1; 3

nj nj
t) <t t) <t ) t) <t )

(Produkt @ber alle j mit tj - t)
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Selbstkonsinstenzdes Kaplan Meier Schatzers:
SeiE (t) = #P atienten, die mind. bis Zeitpunkt t beobahtet wurden und bei denenbis zum
Zeitpunkt t kein Ereignis beobadtet wurde. Falls keine Zensur auftritt, soist
E[t]
sty = —
==

der natiiliche Schtzer fiév die invers kummulierte Verteilungsfunktion. Wenn ein Patient
zum Zeitpunkt tq nicht-informativ zensiertwurde, gilt fiv t > tq:

. S(t)
Pr(T > tT > tg) = —=%
r( J 0) S ()
Also sollte ein verndnftiger Scatzer folgende (rekursive) Gleichung erféllen:

8(1)

Patien ten zensiert in t; g(t )
0

P
E[t] +
() =

n

Man kann zeigen,dassdas dieseSelbstkonsistenztedingung genauden product limit estima-
tor charakterisiert.

15.4 Greenwood-Formel fir Standardfehler

Der Kaplan Meier Schatzer liefert asymptotisch konsistert Schatzwerte Q(t) fiv die zugrundelie-
gende\w ahre" Bberlebendswahrscheinlichkeit S(t). Q(t) ist asymptotisch normalverteilt um S(t)
mit Standardfehler:
g

E X
se(8(t)) = (1) ¢ N T )

tj <t
95% Kon denzintervall: 8(t) § 1:96 ¢se(8(t)). Wenn S ein Plateau entwickelt, sowird 8(t) mit

fallendem n; zunehmendungenauer.

155 +Metho de

k Pk @@

p
3. Var(g(Pr i) Yo o j=1 @@COV(Q,Q)

15.6 Greenwood-Formel fir Varianz des Kaplan Meier Schatzers
Wende +-Methode auf Kaplan-Meier-Schétzer an:

8(t) = P11 ¢k
Die SchAizer der bedingten Wahrscheinlichkeit p; = mr']J sind unabhangig mit Var(p) =
j
BAi B
Nj '
@ _ peiiep _ S(t)
@ Y Y
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_ S a2 X var) e X BRI M) a0 d
Var(8(t)) = L= Bo coup; ) = S(t) ~ R - 8(t) ~ BT 4(1) N T
t—Me{tﬁo de }

15.7 Beschreibung von Unterschieden

Um Unterschiede zwischen Bberlebendskurven durch eineeindimensionaleGréYsezu quanti zieren,
bertachten wir einparametrige Familien von Transformationen der y-Achsebzw. der Zeitachse.
Durch Anwendung der Familie von Transformationen auf eine Basiskurve, entstehen Kurv ensda-
ren, die einen bestimmten Typ von Unterschied darstellen.

1. Transformationen der y-Achse:A : [0;1] ! [0;1] monotony 7! A« (y) und Ao = | digyy
Si(t) = As(So(1))
(a) Proportional Hazard
Sk(t) = So(t)**)
, Sogenann wegenhy (t) = exp(#) ¢ho(t), R := exp(#) hei%tauch \Relativ esRisiko"

(b) Proportional Odds
# ¢S(t)

SO = 1@ # 6o

S (t) _ 4 So(t)
1i Sy(t) 1j So(t)

2. Transformation der t-Achse:Ay :[0;1 ) ! [0;1 ) monotony 7! Ax(y) und Ao = I iy
Sy (t) = So(Ax(1))

(a) Accelerated Failure Time Model

, Sogenanrt wegen

Si(t) = So(# )

Nativlich kdnnen Unterschiede auch durch Gberlagerung beider Transformationsarten entstehen.
Proportional Hazard ist hAu g approximativ angemesserbei Bberlebenskurven in der Onkolo-
gie. Bei Modulation der Gesdwindigkeit einesProzessesst der Accelerated Failure Time Model
indiziert.

15.8 Unterschiede in Weibull-V erteilung

Die Weibull-Verteilungsfamilie ist invariant sovohl unter Proportional Hazard Transformationen,
weibull @ ()? = exp(i ,t ®)F = exp(i (,R)t®) = weibull g e (t)
als auch unter Accelerated Failure Time Transformationen

weibull @ (°t) = exp(j , (°t)®) = exp(i (,°> ®)t®) = weibull - ). (t):

B

15.9 Lik eliho odfunktion fix zensierte Daten

Parametrische Modelle mit wenigen Parametern wie z.B. eine Weibull-Verteilung kann man an
Bberlebensdatendurch Maximum Likelihood SchAtzung der Parameter anpassen.
Dazu mussman zensierteDaten geeignetin der Likelihood Funktion berécksichtigen:

1: Ereignis beobaditet
0: Beobadtungen zensiert

=
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Idee: Modelliere den Zensurprozessdurch eine bivariate, teilweise latente Verteilung: (T;C) »
Dichte h(t; c)dtdc (zweidimensional) mit T := \wahrer", evtl. unbeobadtbarer Ereignispunkt
und C := \wahrer", evtl. unbeobadttbarer Zensurzeitpunkt.

Also:

1;ti - ¢ (G unbeobaditet)

0;ti > ¢ (tj unbeobadtet)

Fiv die Lik elihoodfunktion sind:

PrDichte(t; 0)
PrDichte(t; 1)

S(t) ¢g(t)dt
f (1) ¢G(t)dt

Lik elihoodfunktion Bberlebenszeitenmit zensiertenDaten:

¥ Y
-— 1 L. - . . i'| . . 1I tl
L= PrDichte(ti; %) B F (i) %%30')] } {g(tl) ¢?§t|)] }

i=1

E r eig nisse Z ensier ung en

Parametrische Schatzer erhdlt man durch Maximierung der Lik elihoodfunktion Boer einegeeignete
Familie von inversenVerteilungsfunktionen Sg.

1. zweiparametrige Weibull-Verteilung: smétzef\; ®
2. Familie \stetiger Funktionen mit n Sprungstellen”

) Kaplan-Meier-Schatzer als 2n-parametriger ML-Schétzer.

15.10 Vergleich von Bb erleb enskurv en

Klassevon Testverfahren zum Vergleich von zwei Bberlebenskunen:
Nullhypothese:Hg : Si(t) = S,(t) gegenAlternativ e: Hp : Si(t) 6 Sy(t)
Seient; < ::: < tx die beobadteten distinkten Ereigniszeitpunkte. Zum Zeitpunkt t; werdenim
j-ten Arm an den n; Patienten unter Risiko d; Ereignissebeobadtet. Seid, = di; + di» und
N = Nj1 + Nio.
Unter der Nullhypothse sollte die Wahrscheinlichkeit, dassein Patient mit Ereignisin t; zum Arm
1 gehdrt, proportional zum Anteil % sein.
1
Die Teststatistik " u N 1
Zy:= wi(Datenlt < t]) dini -d
i=1 !
misst daher die Abweichung von der Erwartung unter der Nullhypothese.
w; ist ein geeignetzu wahlendesGewicht, welchesevertuell von den Daten abhAngenkann.
Unter der Nullhypothesehat die Teststatistik Z; den Erwartungswert 0.
Konditional auf n;1;n; und d; iﬁt di1 unter der Nullhypothese verteilt nach di; » Bin(d;; “n—l)
mit Var(dy) = % ¢ 1 % Als Linearkombination von binomial-verteilten GréYsenist Z

i i
asymptotisch normalverteilt mit approximativ er Varianz:

A !
X H fig 1 X M 1
Var(Z1) ¥aVar wi it
i ; i

Die Approximation kann map zur Banﬂpksimtigung von sogenanten \ties" (d; > 1) noch verbes-
n; n; nij d’

semvVar(z) Vs w?—1¢ 1j —*& P
i nj niji 1
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16 Regression

16.1 Allgemeine Regressionsprobleme

wartungswert (und Varianz) von z abhdngenkann und z= Vektor von Kovariaten, die als gegelen
angenommenwerden.

Allgemeines Modell: Y (z) » Verteilung(u(z)), wobei die Paramter (z) der Verteilung von z
abhangenk@nnen.

Ziel: Besdreibe den Ein°u¥von z auf Y durch Wahl einer geeignetenVerteilungsfamilie und einen
Ansatz fiv die systematisdie Komponerte W(z). Fragen:

Welche der dokumertierten Ein°u¥sfaktoren sind relevant?
Wie wirken die relevanten ggfs. zusammen?

Wie gut |AYtsich Y gegelen z vorhersagen?

16.2 Multiple lineare Regression

Y metrisch.

Modell: Y (z) » N(t o+ ~Tz;%%)

Verteilung: Normalverteilung

Die Kovariaten haben einen linearen Ein°u¥% auf den Erwartungswert 1(z) = 14 +
(linearer PréAdikator); die Varianz wird als unabhéngig von z angenommen.

jj¢Zj

16.3 Regression bei bin Aren Daten

Y bindr.

Modell: Y (z) » Bernoulli(g(®+ ~Tz))

Verteilung: Bernoulli-Verteilung mit Wahrsdeinlichkeit Pr(z) = g(®+ ~ ' 2)

Der lineare Pradikator ®+ ~ T z wird i.A. nicht auf [0;1] liegen. Daher musser durch eine monotone
Linkfunktion g:[jil ;+1 ]! [0;1] transformiert werden. Die Varianz p(z) ¢(1i p(z)) ist direkt
durch p(z) gegelen.

M@gliche Linkfunktionen:

1. logistische Regression

1
g p

lip

exp(x) .
1+ exp(x)’

g(x) = g "p)=In (Logodds)

2. Probit Regression
9(x) = ©(x); g *(p) = © *(p)
3. Komplement&re log-log Regression

g(x) = 1i exp(i exp(x)); g *(p) = In(i In(1 p))

16.4 Standardfehler von Interaktionstermen

Betrachte als einfachsten Fall zwei Zufallsvariablen mit gleicher Varianz X; » N (*;%4);i =
1;2;::: als Endpunkt einesrandomisierten Therapievergleichs, Stichprobenumfang n. Fiv den
Standardfehler des Schatzers (*, | 25) filr die Di®erenz(t 1| !,) der Erwartungswerte:

se(Pyi ™) = Zese(™)
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(Di®erenzbildungverursadt alsoeinenFaktor P E_im Standardfehler. Das Patientenkollektiv werde
nun in zwei komplemertAre Subgruppen A und A aufgeteilt mit relativen Anteil qbzw. (1 Q).
Frage: Unterscheiden sich die Therapie-Unterschiede zwischen den Subgruppen?

H 1
. . 29871 1
SE((M1i Miai (P1i M)ix) = 'y a‘* 1i g
Interaktionsschatzung: weiterer Faktor > 2 fir se in AbhAngigkeit von dem Anteil der kleineren
Untergruppe.

Falls Gré¥enordang des Interaktionsterﬁws » urspnﬁngliche Di®erenz, dann nétige Fallzahl zur

SchAtzung des Interaktionsterms: n® = a+ 17 q
|
renzshatzung ist. ! Interaktionsschatzer meist instabil.

n, wobei n die Fallzahl fiér einfach Di®e-

16.5 COX-Regression
Regressionauf Bberlebenszeiten
Y (z) » S[z](t)
(Theoretische) Bberlebenskune abhAngig von Kovariatenkonstellation

Wie kann man Ein°u¥s auf Bberlebenskurve spezi zieren?

1. vollparametrisch: z.B. modelliere Ein°u¥ der Kovariablen auf Parameter der Weibull-
verteilung

2. semi-parametrisch unter Annahme, dassUnterschiededem Proportional Hazard Modell
gendgen:
{ Sdhatze gemeinsameBasis-Hazardfunktion
{ besdireibe, wie Kovariaten die Basis-Hazardfunktion proportional beein°ussen.

Notation: Daten (tj;%;z);] = 1;:::;n mit z;: Zeitdauer, % : Zensierungsstatus,z; Vektor
von Kovarianten

Ansatz:

75 N S B PP 3

Hazardfunktion Baseline Hazard Linkfunktion (Linearer Pr Adik ator)
_ R

S(tjz) = So(t)®*C "2 mit So(t) = exp(i o ho()de)

Hazardratios werde als konstarnt @ber die Zeit angenommen.

Patienten mit Kovariaten zg und z;

h(tjzs) _ ho(t) exp("" z1)

h(tjizo) ~ ho(t) exp(" T zo) =exp( "(z1i 20))

Bei einem Therapievergleich:

0 Standardtherapie

Therapieindikator: z = ) )
1 experimentelle Therapie

h(tjexperimentelle Therapie)
h(tjStandardtherapie)

~:\Loghazard Ratio" und S;(t) = So(t)e*P( )

\relativ es Risiko"

exp(’) =
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Maximum-Likelihood-Schéitzfunktion zur Anpassung eines COX -Modells an gegelene Da-
ten:
Zur numerischen Vereinfadung separiert man die Schatzung der Koezzienten ~ von der
Schatzung der BaselineHazardfunktion hy(t) mittels Einfdhrung einer partiellen Lik elihood-
funktion:
Der Patient i mit Kovariate z; sterbe zur Zeit t. Betrachte die Wahrsdeinlichkeit, dassgenau
dieserPatient i zut stirbt, gegeken, dassgenauein Patient zu t stirbt:
. h(tjz ho(t Tz Tz
PI’(T| = t]d(t) = 1) = P (JZI) i - P 0( )eXp( Zl_)T = P exp(_ ZI)T
i2r(iy h(tiz) i2r¢) No(t) exp(" " z) i2r(@i) €XxP( TZ)

De niere die partielle Likelihoodfunktion:

L artiell (_) = Y P exp(_T Zi)
° = i2r() &P(TZ)

wobei i Bber alle Ereigniszeitpunkte |Auft. Diese partielle Lik elihoodfunktion besdreibt ge-
rade, wie gut die — erkldren, welche Partienten unter denen\at risk" dasEreignis bekommen.
Die Schitzung der Regressionsketzienten ~ erfolgt durch die Maximierung der partiellen
Lik elihoodfunktion.

alternativ bekommt man diesenAnsatz auch als sogenante Pro le-Lik elihood:
Volle Lik elihood-Funktion:

N
L( ;ho(t)) / h(tijzi)* S(tijz)" =
i-1

L proTe ()= hS(l;I)pi(L(_; ho(1))
o(t)]

(Supremum bzgl. Funktionen ho(t) aus einer Funktionenmengebei jeweils festem .) Setzt
man Sy als monoton fallende Treppenfunktion an mit Sprungstellengenauin den Ereignis-
zeitpunkten, so erhalt man:

Lpro"[e (_)/ I—partiell (_)
(Qbergang zur ProTe-Lik elihood ist ein Standardtrick zur Elimination von Stérgrévsen.)

Der Vektor von Regressionskexzienten — wird durch Maximierung der partiellen Lik elihood
geshatzt: *. Die allgemeinenSatze Bber Maximum-Lik elihood-Schatzer dbertragen sich auf
die partielle Likelihood der COX-Regression. B
Gegelen * kann man in einem zweiten Sdhritt die Baseline Bberlebensfunktion (fiv z= 0)
schatzen: A I
stoy= | 1; p o™ z)
t; <t i2R(t) €XP(TT Zi)

wobei R(t;) die Menge der Patienten unter Risiko zum Zeitpunkt t; bezeitnet. S(tjz) =

é(th)ﬁ‘Xp("\T 2) liefert dann Modell-Schatzer féir die Untergruppe von Patienten mit Kovaria-
tenvektor z. (Diesesind im Vergleich zum Kaplan-Meier Schatzer der BaselineBberlebendskurve
alle Daten vermittels der Modellannahme\Prop ortional Hazard" eingehen.

17 Mo dellselektion
17.1 Mo dell-Selektions Problem

Gegelen: Daten, die durch Modelle mit unterschiedlich vielen Parametern besdrrieben wer-
den. z.B.: Regressionwiele Kovariate
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Aufgabe: Wahle \ bestes' Modell

Vorsicht: Over tting
Esist trivial, dassman mit mehr Parametern die gegelenenDaten auch besserbesdreiben
kann. Modelle, geshatzt mit zu vielen Parametern, werden (obwohl im Trainings-Sample
besser)bei Pradiktion unabhangiger Daten schlechter als einfachere Modelle.

17.2 Frequentistisc her Ansatz

(nur bei geshadtelten Modellen): Serie von Anpassungstestz.B. @ber Deviance (=Ab wei-
chung)

{ Step-up
{ Step-dowvn
{ ...

Konzeptuelle Probleme

{ inkompatibel (sieheBsp.)
{ Fehler 1.Art nicht klar de niert, bei bedingten Serienvon Tests
{ keine explizite Kontrolle desOver tting

17.3 Deviance und ihre Verteilung
De niere die DevianceeinesModells zu gegelenenDaten alsj 2£ logLH (ML-Schétzer der Parameter)
Modellvergleich Di®erenzin der Deviance (umskalierte Likelihood Ratio)

Di®erenzvon Deviancesvon versdachtelten Modellen mit unterschiedlich vielen Parametern
sind i.d.R unter der Nullhypothese (d.h. Hy: zusAtzliche Parameter dber®éissig = 0) A?-
verteilt.

Esgilt: j 2(logLH (modell,)i logLH (modelly)) » A?(pi g); & =Di®erenz der Parameterzahlen=
pPi q
Testet, ob Modell besserzu gegelenen Daten passtals anderes

17.4 Kompatibilit Atsproblem

Angenommenman macht gleichzeitig zwei unabhéngige Versude und betrachtet jeweils Modelle
mit O oder einem Parameter

serat ) beide Parameter nicht \signi k ant" von 0 versdieden.
simultan filk Gesamtexperiment ) Modell mit zwei Parametern besser,d.h. mindestensein
Parameter von 0 versdieden.

17.5 Ockham's Rasiermesser

Wil liam of Ockham (1321): \Pluralitas non est ponenda - sine neccesitate!" (Vermeide
unndtige Kompliziertheit in Modellen bzw. nicht mehr Annahmen tre®enals bendtigt werden
bzw. komplexe Erkl Arungen sind einfachen nicht ohne Notwendigkeit vorzuziehen)

Wihle das einfachste Modell, welchesmit den Daten, dem relevanten gesiherten Vorwissen
und der Fragestellungvertr Aglich ist.

Problem: Finde \angemessen"quantitativ en Trade-o®zwischen Modellanpassungund Ein-
fachheit (=# Parameter).
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17.6 Ansatz im Lik eliho od Paradigma

Problem: Likelihood mit mehr Parametern wird trivialerw eisebesserdurch Over tting

Idee: Ziehe den trivialerw eisezu erwartenden Gewinn an logLH pro zusétzlichen Parameter
von logLH ab.

Ansatz Crosswalidierung: Simuliere unabhAngige Pradiktion, um Over tting herauszuret-
nen.

{ Nehmeein Element herausund 'tte Modell annj 1 Datenpunkte
{ Beredne Likelihood desherausgenommenembatenpunkts bzgl. diesesModells
{ Beredne crosswalidierte Likelihood als Produkt

17.7 Akaike Informationskriterium (AIC)
unabhéngige Pradiktion
Annahme: alle Modelle sind Approximationen

Crosswalidierte logLtH % loglH i q(q= # Parameter) (im Erwartungswert asymptotisch).

Vorgehen:Vergleiche
Al C = j 2logLH (Modell(g)) + 2q

Whle Modell mit minimalem Al C.
DiesesModell |14sst beste PrAdiktion zukéinftiger Beobachtungenerwarten.

17.8 Bayesianischer Ansatz

Annahme: wahresModell ist in der Familie der Modelle enthalten
Falls einige Modelle gegelen, von deneneinesdas wahre ist, wahle hierarchischen Prior

{ Prior welchesModell
{ Prior @ber Modellparameter gegeten Modell

Entscheide Modellwahl aufgrund des Posterior-Bayes-Faktors
Falls wenig Vorinformation:

BIC = j 2logLH (Modell(q)) + g¢In(q) (Bayes'stesInformationskriterium)

Di®erenzin B C approximiert den Bayesfaktor zwischen Modellen.

BI C favorisiert Modelle mit weniger Parametern

18 Mo delldiagnostik
18.1 Aufgab en

Hat man ein Modell an einen Datensatz angepasst,hat man nur dasbesteModell der betrachteten
Modellfamilie gefunden.
Es bleibt zu priifen, ob

Der besteFit Boerhaupt gut ist (Globalt )
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Modellannahmen (z.B. Proportional Hazard) verletzt sind
Wie die funktionale Form desEin°usses stetiger Kovariater richtig angesetztwurde.

Ob esOutlier oder besondersein°u¥areiche Beobachtungen gibt?

18.2 Global't
Der Global't wird typischerweisedurch die Analyse geeigneterResiduen beurteilt:
Lineare Regression:res ;= yij ¥y mit ys =1 + 'z

Logistische Regression: Verfahren zur multiv ariaten Analyse bindr abhdngiger Variablen;
B i pr mit By HAU gkeit in Subgruppei und

_ exp@+ Tz)
T 1+ exp(®+ Tz)

der Modellschatzer fik i.

18.3 Cox-Snell Residuen

WennT verteilt genﬂl/ﬂberlebensfunktion S mit Dichte dS = f (T)dt, dannist Y = S(T) »
UJ[0; 1] verteilt, da dY = dS = f(T)dT. (wird auch verwendet bei simulation positiver
Zufallsvariablen)

Hs(t) = i In(S(T)) ist Standard-Exponertial verteilt, dadS = d(exp(j Hs)) = jexp(i Hs)YdHs =
exp(j Hs)dHs (kumulierte Hazardfunktion)

Fév die Standard-Exponertialv erteilung Seyp gilt:
Sexp(H) = exp(j H) und Hexp(H) =i |n(sexp(H )) = H

Sei Scox (tj™; 2) die modellbasierte geshitzte Bberlebenskune filr einen Patienten mit Ko-
variaten z zum Zeitpunkt t.

Wenn keine zensierten Werte vorliegen, sollten bei guter Modellanpassungdie Residuen:
res = j In(écox(tj jA;Zj )) mit j dber alle Patienten, standard-exmnential verteilt sein.

Bbereinstimmung mit einer theoretischen Verteilung kann allgemeinmittels einesQ-Q Plots
dberpridft werden.

Dabei werden die Quantile der Werte der empirischen Verteilungsfunktion gegendie theore-
tischen Quantile zu densellen Werten aufgetragen.Die Punkte sollten nahe der Wink elhal-
bierendenliegen.

Bei zensiertenDaten sollten die Residueneine zensierte Stichprobe aus der Standardexpo-
nertialv erteilung ergeben.

Die empirische Quantile fir den Q-Q-Plot miAssendann #ber z.B. Kaplan-Meier Schatzer
mit reg als Zeit geshiatzt werden.

\Daten" also (res;#) mit j Bber alle Patienten
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18.4 Diagnostik: Prop ortional Hazard Annahme

Zur Bberpriifung der Proportional Hazard Annahme i diskrete Gruppen:
Falls

Si(t) = So(t)¥ , IN(Se(1)) = R€IN(So(t)) , In(i In(Sw(t) = In(i In(So(t))) + IN(R)

Also plotte In(j In(Si(t))) miti= #ber diskrete Gruppen gegent. Unter der Proportional Hazard
Annahme sollten Kurv en ungefdhr den gleichen Abstand haben.

(Verwendeeinfach Kaplan-Meier oder Bberlebenskurven vermittels COX-Mo dell strati ziert nach
der Gruppervariable. Strati k ation bedeutet, dassnach Gruppervariable separat der Baseline
gesthatzt wird, der Ein°uss der Kovariaten aber als quartitativ gleich angenommenwird.)

18.5 Martingal Residuum

Bestimme die funktionale Form desEin°usses einer stetigen Kovariate: linear, quadratisch,
logarithmisch, logistisch ...

De niere Martingal-Residuum mittels der Di®erenzvon Zensurindikator  und dem COX-
Snell Residuumres:
Mi = % res

Eigensdaft:

{ Besdreibe h(tjZ";z) = ho(t) exp("°T Z%) exp(f (z)) daswahre Modell.

{ Bezeitine z die interessierendestetige Kovariate, Z® die andere Kovariaten und f (z)
die korrekte funktionale Form desEin°usse von z:

{ Dann gilt fér die Martingal-Residua des COX-Modells mit Z*®, aber ohne z:
EM;iz]%[f(z)i alb

mit Konstanten a, b, die insbesonderenicht von z abhangen.

18.6 Gl Atten von Punkt wolken

Problem: Gegelen Punktwolke (mdglicherweisemit diversenAusreivsern)Wie kann man den
Zusammenhangdurch eine glatte Kurv e besdireiben?

Ansatz: Da g() glatt, ernthalten Nachbarpunkte von x; Information Bber g(x;)
Besdreibe Nachbarsdaft durch Gewidchtsfunktion w: R 7! R:

W(x) = >0firjxj< 1
=O0fivjxj, 1

w(i x) = w(x)

w(x) monoton fallend fév x , 0

Zu jedemx; bezeidhine xi(” denr-ten nAchsten Nachbarwert. Durch Reslalierung
A !
Xi X

(r);

Wi(X) =W ——————
Xii Xi7)

erhalten wir zu jedem x; eine lokale Gewidhtsfunktion w .
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Um einenWert filr g(X;) zu gewinnen,rechne lokal gewichtete Regression(kleinste Quadrate)
mit einem Polynom vom Grad d (z.B. linear d = 1) mit Gewichten w:

w(xi)(yk i o+ Tixe))? ! min
k

) (Initialer) Schitzer filr §(xi) = "o + T1X;
Restproblem: Robusti zierung gegenAusreivaer
{ Idee: Wichte o®ertbare Ausreivserherunter!
{ Residua:e =yii g(xi)
{ Bestimme: s := median(e;) als typische Residuumgmbse.

{ Wihle weitere Gewichtsfunktion B, sodass
s -
€
+ =B —
- 6s

quanti ziert, in wie weit der Punkt (x;:y;) als Ausreivaerersceint.
Iterativ es Verfahren:

1. Sdritt: Lokal gewichtete Regression

A 0w (xi)(To + T1xi) T min
k
) lterativ er Schatzer fiv §(x;) = "o + 1
2. Sdritt: Update der Gewichte 1 zur Runterwichtung der Residuen

19 Wohin?
Standard-F ehler: r
_ pi p)
sg = —
q__
sej = se+ s
Teil 111

Biometrie 4 - Klinisc he Studien
20 Einf dhrung und Bb erblic k

Plan ung einer klinisc hen Studie
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Klinisc he Fragestellungen

{ Zuordnung zur Risiko, Diagnose, Therapie, Prognosenicht immer scharf
{ Bei Zulassungoder Etablierung von neuenEinzelintervertionen
{ Es gibt Kombinations-Fragestellungen

Kombination mehrerer Intervertionen
Evtl. aus mehrerenBereichen (Diagnose/Therapiestrategien, Screeningstudien)

Methoden der Evidenzsyrthese
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kritische Lektire

Metaanalyse/Metaregression

Priorb efragung

Evidenzbasierter Prior fiv absolute und bedingte Raten
Modelle klinischer Zusammenhinge:

WabhrsdeinlichkeitsbAume
funktionelle Zusammenhinge
komplexe mathematische Modelle

e i e )

Studienimplemertation und -durchfdhrung

{ ethische Probleme (Zumutbarkeit, Abbruch der Studie)
{ Logistik desDaten°usses

{ Qualit Atsanforderungen

{ Regularien/AMG/GCP

{ Studiensekretariat/Mahnwesen/Studiendaterbank

Fall-Kon troll-Studie : Vergleich von Patienten mit Krankheit und ohne Krankheit, norma-
lerweiseim Verhaltnis (2:1), dabei missen/sollten die Patienten so gewdhlt werden, dasssie
sich in m@églichst wenigen Merkmalen unterscheiden (Alter,Geschlecht, Wohnort .. .)

Phasen der klinisc hen Pr #fung von Arzneimitteln

Diagnose-Studie : Hinsichtlich Erkrankung und Testergebniszerfallt die Population in vier
Teile (erste Aufspaltung: krank vs. nicht erkrankt, zweite Aufspaltung: Symptom vs. kein
Symptom)

Phase 1 (Studie): { Beantwortung pharmakologisder Fragestellungen
{ Ermittlung der optimalen Dosierung (! Dosis ndungsstudie), Maximal Tolerable
Dosis (MTD)
Phase 2 (Studie): { erster Nachweis von biologischer/therap eutischer Wirkung
{ Priorisierung von Therapien fir kontrollierte klinische Therapiestudien
{ Bberpriifung der Machbarkeit bzgl. Toxizit At, Logistik
{ Endpunkte:
akute Neberwirkungen
Parameter zur Ermittlung der Therapieadhérenz
kurzfristig zu beobahtende Wirkungsparameter
Phase 3 (Studie): { Kontrollierte Pr@fung der Wirksamkeit gegemiber eines Placebos
bzw. einer Standradtherapie
Phase 4 (Studie): { Untersuchung selteneroder Langzeitnebenwirkungen
{ Wedselwirkung mit anderen Medikamerten

Parallelgrupp endesign
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Cross-Ov er-Design

Faktorielles Design

Typ en formaler Fragestellungen

Di®erenzstudien:  Aufdeckung einesrelevanten Unterschieds durch einen Test

,équiv alenzstudien: AusssdilievsendesVorhandenseinseinesrelevanten Unterschieds vor-
gegetener Grdvsedurch eine Test

Studien zur SchAtzung eines E®ekts: hinreichend genauequartitativ e Schatzung eines
E®ektsmit Angabe einesKon denzintervalls
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Studienergebnis

21 Onkologie

reine Medizin

22 Hodgkin-Lymphom

reine Medizin

23 Technik der Metaanalyse
23.1 De nition

Eine Metaanalyseist ein umfassender,objektiver, quantitativer und systematischer Review der
bestenverfégbaren Evidenz zu einer spezi schen Fragestellung.

23.2 Vorgehen

Prézise Formulierung der Reviewfragestellungund detailliertes Projektprotok oll mit trans-
parenten Einschlusskriterien.

ExtensiveLiter aturrecherche nach allen relevanten randomisiertenklinischen Studien (RCTSs).

Gra sche Darstellung als\F orest Plot" zur Beurteilung und Untersuchung der Heterogenitat
der Studienergebnisse.
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StatistischesVerfahren (T est/Schatzung) félv Kombination der Studiendaten.

Klinische Interpr etation mit SensitivitAtsanalyseund Beriicksichtigung von Neberwirkungen
etc.

23.3 Bestimm ung des globalen Therapiee®ektes
Gegelen k unabhAngiger Studien zu dersellen Fragestellung
Endpunkte der Studien seiendiesellen

Sei| der Therapiee®ektin Studie i

1

Seiﬁi der Schétzer des Therapiee®ekty; in Studie i und wj = ————.
Var (i)

Dann gilt: Gw; » N (w;;w;)
Fixed e®ect model:
{ Sdhétzer fiv den globalen Therapiee®ekt
{ wird verwendet wenn Therapiee®ektequer Studie homagen sind.

{ konsistert mit Globaltest
{ strenge Homogenitdtsannahmebei E®ekt unrealistisch

Random e®ect model:

{ Sdétzer fiv den globalen Therapiee®ekt

{ wird verwendet wenn Therapiee®ektequer Studie heterogen sind.

{ inkonsistert mit Globaltest

{ formale Beriicksichtigung von Heterogenitat

{ Annahme:\Studien normalverteilte Zufallsstichprobe mgglicher Studien" unrealistisch

Individualdaten vs. Publikationsbasierte Metaanalyse

{ aus Publikationen sind die nétigen Daten oft schwer herauszulese(CONSORT state-
mern)

{ Viel Aufwand Individualdaten zusammenzugihren
{ Detailiertere Modellierung, Adjustierung und Subgruppenanalysenund bessereHete-

rogenitatsaufklarung werden mdglich
23.4 Comp eting risks
\Zeit bis Ereignis"-Daten mit einem (oder mehreren) kokurrierenden Ereignissen.

Eintritt deskonkurrierenden Ereignissesverhindert die weitere Beobahtung bzgl. desinter-
essierenderEreignisses.

{ tj > 0 Zeit bis Ereignis oder letzte Beobadtung

8
2 0O falls zensiertbei t;

S = S 1 falls E; = t;, Ereignis E; bei t;
© 2falls E; = tj, Ereignis E, bei t;
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{ (E1;E3) > 0 latente bivariate Verteilung
Beobadtbar ist nur F = min (Eq; E»)
Analyse von F erfolgt mit Standard-Methoden
Problem:

{ Besdireibende Situation mit konkurrierenden Ereignissen
{ Analysiere den Beitrag der ereignissgzi schen Hazards

Naiver partieller Kaplan Meier Ansatz:

{ Kaplan-Meier Schitzer zur Besdreibung der Zeit bis zu dem interessierenderEreignis
{ Behandle Beobathtungen eineskonkurrierenden Ereignosseggenauwie eine Zensur
{ Kritik: Partieller Kaplan-Meier Schatzer hat keine direkt empirische Bedeutung als
Schatzer filv eine Verteilungsfunktion
Pro und Contra:

{ Cumulative Incidence:
besdtreibt, was beobaditbar ist
vollstAndig empirisch
additive Zerlegungder Bberlebensfunktion S(t) =1 Cly(t)i Cla(t)

Bzgl. Analyse problematisch, da Risiken vermischt: Cly(t) hAngt vom Hazard des
anderenEreignisseshy(t) ab

{ Partieller Kaplan Meier:
héngt vom ereignis-sgezi schen Hazard ab

additiv e Zerlegungder Hazardfunktion und daher muliplik ative Zerlegungder Bberlebensfunktion

passt zu cause-sgci ¢ proportional hazard modelling
gut geeignetféy Diskussionvon Szenarienwahrend Studienplanung
ABER: blo%eVeransdaulichung der causespeci ¢ hazards
{ Conditional prokability:
hat den gleichen \°a vor" wie partial KP
erfordert flr Wahrscheinlichkeitsinterpretation keine Zusatzannahmen

Aber ist weiterhin - wenn auch weniger als Cl - abhéngig von dem Hazard des
anderenEreignisses.

Schaltet nicht anderenHazard aus, sondernkonditioniert auf taktischen Anteil der
\ Bberlebenden"

Eignet sich daher weniger filv Versudplanungsszenarien

24 E®ectiv e-Dose-Mo del

spezi sche Rechnungenetc. zu Chemotheapie (Therapieetzienz, e®ektiveDosis, Heilungsrate)

25 Dynamisc he Mo dellierung der Gran ulop oese (Blutmo-
dell)

hauptsichlich Medizin
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26 Dosis ndungsstudien
26.1 Ziel

Erstanwendung beim Mensden

Bestimmung einer maximal tolerablen Dosis fé weitere Phase2 & 3 Studien
Bestimmung des Toxizit Atspro Is

Bestimmung pharmakokinetischer Parameter

Sekunddr: erste Wirksamkeitsergebnisse

26.2 Maximal Tolerable Dosis (MTD)

Dosis, bei der eineim Vorfeld spezi zierte Art der Toxizit & nur bei einem vorgegelen tolerablen
Anteil der Patient vorkommt.

(Mit statistischen Methoden kann man nur Wahrsdeinlichkeit fév Toxizit 4t kontrollieren { nicht
Toxizit Atsereignissedberhaupt aussdlievzen.)

26.3 Planung
Anforderung: minimale Fallzahl bei maximaler Sicherheit
Festlegungen:

{ Ein-/Ausschlusskriterien

Toxizit Atskriterium

Erlaubter Anteil von Patienten mit Toxizit At
Startdosis

Dosisstufen

Dosisallolationsalgorithmus (z.B. 3er-Gruppen-Verfahren, Up- and Down-Design mit
festen Gruppen, parallele Rekrutierung, Continous ReassessméanMethod)

e e e N e

27 Bayes'sche Metho den in Klinisc hen Studien
27.1 Einleitung und Bb erblic k

Bayesianistie Methodenwerdenvon vielen Statistik ern nur eineRolle bei Phasen1/2 Studien
zugewiesen

Bayesianisties Konzept randomisierter Studien, argumertationslogische Interpretation
Prior der Studiengruppe:

{ Bei zwei randomisierten Therapiestudien wurde der Prior der Studiengruppe bzgl. des
zu erwartenden Therapieunterschieds erhoben

{ Methodik, Durchféhrbarkeit und Plausibilit & der Ergebnisse

Das ethische Problem des\signi k anten Priors"

27.2 Bayes'sche Metho den in randomisierten Studien
Hybridstudien:  Bayes'ste Methoden in der Planung frequertistischer RCTs

Baysianisc he RCTs: Planung, Monitoring und Analyse im Bayesianistien Paradigma
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27.3 Bayesianische RCTs

Kritik:  Frequertistische Sequenzialpéine sind epistemolaisch problematisch aufgrund fol-
gender Fragestellung:
Wiesowird die Evidenz ausDaten einer Studie durch . . . (siehenachfolgendePunkte) . .. geAndert
2?7

{ Wabhl der Stopping-Rule

{ Anzahl der Dateninspektionen

{ hypothetischesVerhalten der Studienleitung

{ mdgliche, aber eben nicht realisierte Daten

! p-Werte sind kein adAquates MaYsfir Evidenz!

Kon tro verse:

{ \R CTs sind scheinlar objektive, konzeptuel undurchsichtige'Entscheidungsprozeduren
ohnede nierte Praferenfunktion ..."

{ \Bayesianistie Analysen hangenab von subjektivenPrior { und sind daher unwissen-
schaftlich"

Intersubjektiver Bayes: Evidenz ! Konsensin scienti ¢ community
Konsens durch RCTs

{ denitiv es RCT flhrt idealiter (idealer Weise?)zu Konsens bzgl. der Wertigkeit der
verglichenen Therapien
{ Plane Studie so,dassmdglichst ein rationaler evidenzlasierter Konsens hergestellt wird
{ angestrebterargumentativer Impact (Ein°uss?) ist planungselevant
Intersub jektiv er Bayes { ldee: Die Daten einer RCT bilden ein Argument, welches
das Spektrum vertretbarer rationaler Einschatzungen der Therapiedi®erenzinnerhalb der

sciertic community homogenisiertwird.
Welche Prior kénnen plausibel und rational in der scierti ¢ community vertreten werden?

{ Skeptischeraber erfahrungso®enerPrior: \Un wahrsdeinlich, dasseseinen relevanten
Unterschied gibt, aber Studie sinnvoll "

{ Moderat enthusiastischerPrior: \Gute Chancefiy einenrelevanten Unterschied; trotz-
demiist die Studie ethisch geade noch vertrethar, um legitime Skeptikerzu Bberzeugeri

28 Diagnostikstudien
28.1 Schatzung von Sensitivit A und Spezit At

Naiv:

{ nehmeKranke: bestimme Rate Test-negativ
{ nehme Gesunde:bestimme Rate Test-positiv

Voraussetzung:

{ Referenzstandard(Goldstandard)
{ bestimmte klinische Situationen
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28.2 Phasen diagnostisc her Studien

Phase 1: Unterscheiden sich Testresultate in Kranken und Gesunden?

Phase 2: Haben Patienten mit positivem Testresultat eine hdherer Wahrsdeinlichkeit, die
Erkrankung zu haben?

Phase 3: Unterscheidet der Test Patienten mit und ohne die Zielerkrankung in Patienten
mit Klinischem Verdadt auf die Erkrankung?

Phase 4: Haben Patienten vom Einsatz des Tests einen klinischen Vorteil?

28.3 Biasquellen bei Diagnostikstudien

Case-mix oder Spektrum oder Selektions Bias: Sensivitat/Sp ezi t A&t kénnen abhéngig
von Kovariaten sein (z.B.: Tumormarker und Tumorvolumen)

Veri k ations (W ork-up)-Bias

{ Goldstandard wird hauptsAdcilich an Patienten mit positivem Testergebniserhoben
(partiel le Veri kation )

{ Oder Surogat Gold-Standard in Fallen mit negativem Testergebnis(di®erentielle Veri-
“kation )

Bias durc h unin terpretierbare  Tests
Inter-Observ er Variation:

{ oft klinische Urteile erforderlich
{ unterschiedliche SensitivitAt

{ unterschiedliche Kompetenz

Zeittrends : standige technologiste Verbesserungmachen Diagnostik-Studien mit Bildge-
beung schnell obsolet.

Ein°u¥% Klinisc her Faktoren auf Testin terpretation (Clinical Review Bias)

Extremfall Review Bias: Testinterpretation in Kenntnis des Goldstandards

29 Technik en der Evidenzsyn these

29.1 Evidenzsyn these in der Studienplan ung

Guestimatesfily wesettlic he Parameter nebst Représertation der Unsicherheit als Bayes'she
Verteilung

Gleichungen fér Zusammenhangzwischen diesenParametern und gesuditen Grélsen

Simuliere aus Unsicherheitsverteilung und generiere mittels der Gleichungen eine Baye-
ses'sbie Verteilung fiv gesutte Grélien.
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29.2 Entscheidungsanalyse

Bestimme untere, plausibleund okere Schétzwerte fily alle Parameter
Bestimme eine Beta-Verteilung (Bayes'sder Prior) mit

{ Mittelw ert = Guestimate und
{ Streuung so, dassunterer und oberer plausibler Wert innerhalb 95% CI.

Simuliere Werte aus diesenVerteilungen und propagiere die Werte durch die Gleichungen,
um Unsicherheit der Heilungsraten zu besdireiben.

29.3 Response-Adapted Therapy (RAT)

Fihrt eine Diagnostische Prozedur nach einer bestimmten Anzahl von BehandlungsbiBdcken
ein

um zu entscheiden, ob die Behandlung beendetoder fortgesetzt werden soll.

Passeden Behandlungsumfangan die Bedixfnisse der einzelnenPatienten an.

30 Genetisc h-epidemiologisc he Register-Studien (HNPCC)

hauptsachlich Medizin

31 PrAventionsstudien und Surrogatendpunkt

31.1 Besondere Asp ekte bei Pr Aventionsstudien

wsertlic her Unterschied zu Studien im therapeutischen Bereich: Einsatz eines Medikaments
bei Gesunden

geringe Inzidenz(auch in Hochrisiko-Kollektiven) ) Hohe Fallzahl + lange Beobachtungs-
dauer

{ welche Population

{ welcher Endpunkt

{ Machharkeit, Ressourcen
{ Drop-out-Problematik

Sicherheitsasgkte (Nebenwirkungen)

31.2 Surrogat-Endpunkt
Ein Surrogat-Endpunkt fév eine klinische Studie ist

{ ein Laborwert
{ ein biologischer Marker
{ ein histopathologischer oder klinischer Befund

der als Ersatz fir den klinisch relevanten Endpunkt benutzt wird.
Surrogat-Endpunkt ist valide wenn:

{ hoheKaorr elation zwisthen Surrogat-Endpunkt und klinischen Endpunkt und
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32

33

{ Therapiee®ektauf den Surrogatendpunktdoersetzt sich regelhaftin einenTherapiee®ekt
auf den klinisch relevanten Endpunkt

Korr elation allein ist nicht ausseichend!

denkbarer Einsatz einesSurrogat-Endpunkts bei Phase?2 Studien, Phase 3 dann meist mit
klinisch relevaten Endpunkt!

Rechtlic he Rahmen bedinungen
World Medical Association mit Ziel:

{ Wahrung der Unabhéngigkeit der Arzte
{ Arbeit ensprechend der hAchsten Standards ethischen Verhaltens
{ Ratgeber filr Regierungen
Deklaration von Helsinki des Welt A&rztebundes : Ethische Grundsétze fiv die medizi-
nische Forschung am Mensden
Individuum > Gesellsbaft
Redt auf Unversehrtheit, Risikobegrenzung
Informierte Zustimmung gefordert
Therapie > theoretischer Erkenrtnisgewinn
Ethik wird Teil der Versudsplanung

e e e e )

Etablierung von Ethik-Kommissionen
{ Mitv erantwortung der sciertic community
Ethik-Kommission
{ Ethische Beratung/Einschrankung von klinischen Studien(i.d.R. Phase2/3 oder The-
rapieoptimierung)/F orschung an bzw. mit Mensdcen
{ Kontrolle ob Forderungender Deklaration von Helsinki erfilt
{ Interdisziplindre Zusammensetzung
{ Bberprilfung der Antr Age
Formale Kriterien

Schutz der Versudspersonen
Plausibilit At

Good Clinical Practice Standard fév Planung, Durchf@hrung, Monitoring, Auditing, Do-
kumentation, Auswertung und Berichterstattung von klinischen Prifungen, um sicherzustel-
len, dassdie Daten und die berichteten Ergebnisseglaubwirdig und korrekt sind und da¥%
die Redhte und die Integrit &t sawie die vertraulichkeit der Identit & der Prgfungsteilnehmer
gestiltzt werden.

Studienplan ung

33.1 Entwurf Prifplan
(Synonym: Studienprotokoll)

Fragestellung, Studiendesign
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Haupt- (z.B. Survival) und Nekenzielkriterien (z.B. Toxizit At)
Ein- und Ausschlusskriterien

Randomisierungserfahren

Therapiedurchfidhrung, Begleittherapien

Individueller Studienablauf - Untersuchungen und Untersuchungstermine
Beurteilung des Therpieerfolges

Unerwinschte und schwerwiegendeunerwédinscite Ereignisse
Fallzahl

statistische Auswertungsverfahen

Dokumentation

Patienteninformation und -einwil ligung

Verantwortlic hkeit im Rahmen der Studie

Qualit Atskontrolle

Patientenversicherung

Publikationsmodus

33.2 Erstellung CRF

(CaseReport Form = Pri¥fbogen, Synoryme: Erhebungshogen, Dokumentationsbogen)
Synoryme: Erhebungshogen, Dokumentationsbogen

Formulare zum Eintragen aller im Rahmen einer klinischen Studie erhobenenBefunde

muss Studienprotokoll und Studiendatenbank abbilden

33.3 Studiendurc hfidhrung

Organisation
Pridf-, Referenzzetren, Zertrallab er usw.
Studienmonitoring/Audits
Datenmanagemen im biometrischen Zentrum oder Studiensekretariat
SOPsfiy studienspez. Arb eitsabldufe - working instructions
Entscheidungslompetenzenund -strukturen festlegen

Randomisation

Zentrale Randomisation im biometrischen Zentrum oder Studiensekretariat - telefonisd,
Internet

ﬁberwa(hung
der Rekrutierung

Protokoll-Compliance
Unerwiinschte und schwerwiegendeunerwiinscite Ereignisse

Datenqualitat, regelméviigeEingabe in Datenbank und Konsistenzdiedks
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33.4 Studienausw ertung - Absc hlussb eric ht
Bericht éber Studiendurchfidhrung
Besdreibung der Patientenpopulation
Analyse Drop-Outs in den Therapiearmen
Auswertung der Zielgrésenach denim Protokoll erlduterten statistischen Methoden
Wirksamkeitsanalyse, Vertr Aglichkeitsanalyse

Explorative Datenanalyse: Darstellung besondersinteressatier Phdnomene,in der Regel
Hyp othesengenerieung

Aussagekraftder Studie beurteilen

Anlagen desBerichts: Tabellen und Listen (Rohdaten) und deskriptive statistische Auswer-
tung jedesEinzelmerkmales

Teill IV
Glossar

Bias: allgemeineVerzerrung, z.B. mittlere Abweichung des Schatzers
Odds: \Chancen"

Odds Ratios: \relativ e Chancen"

Inzidenz: Anzahl der Neuerkrankungenwahrend einer bestimmten Zeit
Pr Avalenz: Anteil an Personenmit bestimmter Krankheit

Morbidit At: KrankheitshAu gkeit bezogenauf best. Population
Mortalit At: Sterblichkeitsrate

Kausalit At: Beziehung zwischen Ursache und Wirkung

kohArent: zusammenkngend

Surrogat: Ersatz (Surrogat-Marker (synonym: Surrogat-Parameter) sind ein Weg der Operatio-
nalisierung von ansonstenmeist nicht oder nur aufwéAndig messbarenDaten. Durch Beob-
achtung von Eigensdaften, die mit den eigertlich zu messendenDaten zusammenkangen,
aber messtetinisch leichter zu erfassensind, werden Ridckschléssseauf die sciwer messbaren
Daten gezogen.)

Symptom: DasSymptom ist einesubjektiv empfundeneBesdwerde,die Auswirkung einer Krank-
heit oder einer Verletzung.

Prior:
Trade-o®: WedselseitigeAbhAngigkeit
Adh Arenz: Einhaltung der gemeinsamvon Patient und Arzt gesetztenTherapieziele.

RCT: randomized cortrolled trial
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